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ÜBER DIE BEZIEHUNG 
ZWISCHEN STRIKTER UND STRENGER IMPLIKATION 


von Wilhelm ACKERMANN, Lüdenscheid (Deutschland) 


Von Herrn P. Bernays sind seiner Zeit verschiedene Unter- 
suchungen über den Implikationsbegriff angestellt worden !. Auch 
diese Arbeïit beschäftigt sich mit dem Implikationsbegriff, und 
zwar mit der Beziehung zwischen der «strikten » und der von mir 
eingeführten « strengen » Implikation. Den von C. I. Lewis einge- 
führten Begriff der strikten Implikation, für den das Zeichen — 
gebräuchlich ist, kann man nach Arnold Schmidt ? durch das fol- 
gende Axiomen-System beschreiben. 


Grundformeln sind : 


1. A=B<B-A. 2. (A=B)-C<A-(B-0C). 
3. A B=<A. LA = AA, 

5. A-(A=<B)=<B. 6. (A<B)-(B=<C)<(A<C). 
Fe B) < (Be 1A):nm82 (A <B<C)=(ArSAC ET BR): 
Es ec MES : GA TD TT ee De 

11. (A<=B-C)<(A<B). 


Als Ableitungsregeln hat man die übliche Eïinsetzungsregel für 
die Aussagevariablen A, B, C, …, die Regel der Umsetzung, den 
Übergang von 4 und € = 8 zu & und den von € und & zu 
€ — &. 

Innerhalb dieses Systems lassen sich dann die Modalitäten defi- 
nieren, nämlich N € (die Notwendigkeit von €) durch {à 74 <€» 


1Vgl. insbesondere HiLBERT-BERNAYS, Grundlagen der Mathematik, 
Bd. II, Supplement III. 

2 Ein rein aussagenlogischer Zugang zu den Modalitäten der strikten 
Logik, Proceedings of the International Mathematical Congress, Amsterdam, 
1954, Bd. II, S. 407-408. 
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und M € (die Môüglichkeit von €) durch « 7 (4 < 7 ©) », während 
bei Lewis die modalen Begriffe das primäre sind und € < & durch 
«N(T7€- 8) » definiert wird. Das vorstehende System werde in 
Zukunft zur Abkürzung mit « Sch » bezeichnet. Es entspricht dem 
System S2 von Lewis. 

Das System der strikten Implikation wurde von C.I. Lewis 
eingeführt, um einen Implikationsbegriff zu erhalten, bei dem 
zwischen Vorder- und Hinterglied der Implikation ein logischer 
Zusammenhang besteht. Dieser Begriff eines logischen Zusammen- 
hangs ist natürlich Kkeineswegs präzis. Immerhin würden wir 
aber sagen, dass eine Formel wie À <(B < A) oder auch nur 
7AC(B=<A) damit nicht in Übereinstimmung wäre, da man 
sonst erhalten würde, dass eine richtige Aussage von jeder belie- 
bigen impliziert wird, obwohl die Richtigkeit einer Aussage nichts 
über ihren logischen Zusammenhang mit anderen Aussagen sagt. 
Ebenso würde man ablehnen, dass eine falsche Aussage jede belie- 
bige impliziert, das heisst man würde die Formeln A < (7 A <B) 
oder auch 7A-(77A—B) nicht als allgemeingültig zulassen. 
Das spricht natürlich nicht gegen die intuitionistische Logik, in 
der jeweils die erste der genannten Formeln richtig ist, weil bei 
ibr der Implikationsbegriff anders gefasst wird. In der Tat sind 
nun die oben genannten Formeln in der strikten Logik nicht ab- 
leitbar. Aber es bestehen die sogenannten Paradoxa der strikten 
Implikation. Das heisst, es wird zwar nicht eine richtige Aussage 
von jeder beliebigen impliziert, wohl aber eine logisch notwendige. 
Ebenso impliziert zwar nicht eine falsche Aussage jede beliebige, 
wohl aber eine logisch unmôgliche. Zum Beispiel leitet man in dem 
zuvor angegebenen System der strikten Implikation leicht die 
Formeln B<7(A - 7A) und A— 7A=<B ab. Da aber auch 
diese Formeln vom Gesichtspunkt des logischen Zusammenhangs 
zwischen Vorder- und Hinterglied der Implikation aus zweifelhaft 
erscheinen, habe ich ein System der strengen Implikation aufge- 
stellt !, in dem diese und ähnliche Formeln nicht abgeleitet werden 
kôünnen. 


1 Begründung einer strengen Implikation, in Journal of Symbolic Logic, 
21 (1956), S. 113-128. 
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Das System hatte die folgende Gestalt : 


Grundjormeln des Systems sind : 


1. AA. 2. (A=B)-((B- C)- (A -C)). 

3. (A—B){(C—A)=(C-—B). 4. (A-(A-B))- (AB). 
5. A—<B=A. 6. ABB. 

PDARAE) SORMNORAMANSIEUR Gas HO VAR ET 
CAPE MID A 0) (BC) (A BC). 

ÉD AA IB Ch BAC). 12 (AS B)e (CB ’A). 
13. A-7B-7(A-EB). 14. A7 7A, 

15. 7 7A A. 16. (A > À) > 7A. 

17. A 7A A. 


« — » ist hier das Zeichen der strengen Implikation. « À » ist ein 
individuelles Zeichen, das « das Absurde » bedeutet. An Ableitungs- 
regeln haben wir die folgenden: I. die Einsetzungsregel für die 
Aussagevariablen A, B, C, … ; II. den Übergang von € und € > & 
zu 8; III. den Übergang von € und 8 zu 4 — 8; IV. den Über- 
gang von € > 8 und (4 — 8) - C - À zu EC > À. 

Die Regel IV kann übrigens, wenn wir wie hier das System für 
sich ohne Zusatzaxiome betrachten, durch die folgende einfachere 
Regel ersetzt werden : IV'. Sind € und € — 8 — À beweisbar, so 
auch & — À. 

Da nämlich (7-1) unter Benutzung der Grund- 
formeln 15 und 16 beweïsbar ist, so erhält man auch (77 @ - 4) 
= 4-8, und da X—-#B->A beweisbar ist, ist auch 
(7 4 > À) -— 8 > À beweisbar. Da ferner € beweisbar ist, ist im 
vorliegenden System auch 7-1 beweisbar! Aus 7€ 24 
und (7 4 = À) - 8 > À erhält man dann nach IV &8 > A. 

Das vorliegende System soll im folgenden mit « Stre » bezeichnet 
werden. Das System kann dadurch vereinfacht werden, dass man 
auf die Aussagenverknüpfung « = » als Grundverknüpfung ver- 
zichtet und «= BB» durch « 7(7 4-78)» definiert, wobeï 
dann die Grundformeln 8-10 fortfallen. 


1 Vgl. den Beweis dieses Satzes auf S. 125 meiner Journalarbeit. 
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In Stre wird nun N € (die Notwendigkeit von €) durch 7€ - À 
und M € (die Môglichkeït von €) durch 7 ( — 4) definiert. 

Wir stellen jetzt die Frage, ob sich die strikte Implikation mit 
Hilfe der strengen definieren lässt oder umgekehrt. Anscheinend 
ist es nicht môglich, die strenge Implikation im Rahmen eines 
Axiomensystems für die strikte Implikation zu definieren. Dagegen 
lässt sich mit Hilfe der strengen Implikation ein neuer Implikations- 
begriff definieren, der nun alle die Eigenschaften hat, wie sie in 
dem System Sch für — verlangt werden. Dies steht damit nicht im 
Widerspruch, dass der Begriff der strengen Implikation im ganzen 
enger ist als der der strikten. Wir erinnern uns an die entspre- 
chende Beziehung zwischen der klassischen und der intuitioni- 
stischen Aussagenlogik. Obwobhl die intuitionistischen Aussagever- 
knüpfungen (teilweise) enger sind als die entsprechenden klassi- 
schen, lassen sich die letzteren innerhalb des intuitionistischen 
Systems definieren. 

Um zu dieser Definition zu gelangen, bemerken wir, dass 
bei C.I. Lewis «=» durch «N(7&- &)» definiert wird. 
Drücken wir nun die Notwendigkeit wie im System Stre aus, so 
gelangen wir zu « 7 (77 @ < &@) — A», oder was gleichbedeutend ist, 
zu «4-78 A». Wir definieren nun «= &@8 » etwas anders, 
nämlich als Abkürzung für 4-7 8-1 A. (A steht für 7.) 

Zeigen wir nun, dass die Grundformeln und die Ableitungs- 
regeln von Sch in Stre alle beweisbar werden, wenn wir « — » durch 
«= » ersetzen. 

Um den Beweis zu vereinfachen, bemerken wir, dass 4 = & 
jedenfalls dann in Stre beweisbar ist, wenn das gleiche für € - 8 
gilt. Ist nämlich das letzte der Fall, so erhalten wir aus 4 > & 
wegen 4-7 8-1 € mit Hilfe einer Grundformel 2 oder 3 
und der Abtrennungsregel auch 4—7@8-1-&. Da ferner 
auch 4- 78-178 beweisbar ist, erhalten wir mit Hilfe 
einer Einsetzung in die Grundformel 7 auch 4 - 7 8-1 8-7 & 
und wegen der Grundformel 17 auch 44-78-11, das 
heisst A = &. 

Demnach sind die folgenden transponierten Grundformeln von 
Sch in Stre beweisbar, da die entsprechenden Formeln mit — 
beweisbar sind. 
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1. A=B=B-A. 2 (A-B)-C=A-(B-0C). 
3. A=B=sA. 4. AAA. 
dns 77 10.222 A 


5. A—(A=B)=B steht für (A—(A-7B-1-4) -7B-1-4. 
Wegen der in Stre geltenden Kommutativität und Assoziativität von 
«—» ist das äquivalent mit ((A—7B-1)-(A-7B —À-2)) À. 
Diese Formel entsteht durch Einsetzung aus der Formel 
(A — (A = B)) = B, die sich in Stre beweisen lässt 1. 


6. Um die Formel (A = B) — (B = C) = (A = C) zu beweisen, ge- 
nügt es, (A = B) —(B= C)- (A = C) zu beweïisen. Zunächst ist 
in Stre A—(B-C)-(A—B)=(A—-C) mit Hilfe der Grund- 
formeln 6-10 beweisbar. Durch Einsetzung ergibt sich 


DRAC NB NB) (AC BB) (A 7C ER). 
Da ferner 
(A=7C=B)=(Ar 7C-7B)-(B-70)-(A- BR). 
beweisbar ist, erhält man 
A-7C-(B-7B)->(B-7C)-(A-7B). 


Nun lässt sich in Stre 7(B-7B)-1 beweisen, woraus man 
mit Hilfe einer Grundformel 12 À > BB erhält. Kombiniert 
man das mit der obigen Formel, so erhält man A —7C — A=S$ 
(B-7C) (A 7B). Da nun auch A — 7C = À = À beweisbar 
ist, erhält man À — 7C— À - ((B -7C) (A -7B)) - À. Ferner 
ist (B-—7C)-(A-7B)-1Â-(B-7C-4)-(A-7B-À4) 
beweisbar, so dass sich 


ATO LUP = 7201) (Aie TB - 2) 
ergibt. Mit Hilfe einer Grundformel 2 erhält man 
M CEE TR CNE Re) ESA EC 7 AA): 


1 Vgl. S. 125 meiner Journalarbeit. 
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(B-7C-71-4)-(A-7B- 71-04) 

5 (B-7C-74)=(A-7B- 74) A 
ist eine Einsetzung in die Grundformel 10. Hieraus ergibt sich 
(B-7C-71514)-(A- 7B-7A-A4)5(A-7C- 71-24), 
oder auch 
(A-7B-7154)-(B-7C-71A-54)5(A-7C-71A-À), 

das heisst (A = B) — (B = C) = (A = C). 
7. Zum Beweise von (A = B)=(7B= 7A) genügt es, 
(A = B)->(7B= 7A) 
zu beweisen. Diese Formel lautet ausgeschrieben 
(A 7B-71454>5(7B- 7 7A- 71 À). 

Sie ergibt sich daraus, dass sich 7B-7 7A-7AsA-7B- 71 
beweisen lässt. 


8. Es genügt, die Formel (A-B=C)-(A-7C=7B) zu 
beweisen. 
Diese Formel heisst genauer 


Ar-B=7C=713S/4)S(A= "C-77B- 71 A) 
Sie ergibt sich aus der beweisbaren Formel 
AE Cire TR ESC CAES SSSR EST CES 72 
11. Es genügt, (A = B — C) - (A = B) zu beweïisen. Diese Formel 
lautet ausgeschrieben 
(A—7(B-C)-74-24)-(A-7B- 74 4). 


Sie ergibt sich daraus, dass mit der beweisbaren Formel 
BK (B-iC) auch AE TB 7ASA PF (BEC) -7A 
beweisbar ist. 

Zeigen wir nun, dass auch die Ableitungsregeln von Sch zu- 
treffen, falls wir — durch = ersetzen. Die Einsetzungsregel für 
die Aussagenvariablen ist auch im System Stre vorhanden. Ferner 
haben wir zu zeigen, dass der Übergang von € und A = 8, das 
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heïisst der Übergang von A und 78-71 A zu 8 zu- 
lässig ist. Nun ist zunächst 7. beweisbar. Denn (A 4) > 7A 
ist eine Einsetzung in die Grundformel 16. Da A - A eine Ein- 
setzung in die Grundformel 1 ist, erhält man nach der Abtrennungs- 
regel 71. Aus 4-78 — 7A-> A erhält man dann nach der 
Regel IV' 4-78 À, und da € beweisbar ist, wieder nach IV’ 
778 — À. Aus der letzten Formel erhält man mit Hilfe der Grund- 
formel 16 7 7& und mit Hilfe der Grundformel 15 &. 

Der Übergang von 4 und 8 zu A - 8 ist auch in Stre als 
Regel vorhanden. Es bleibt demnach zu zeigen, dass auch die 
Regel der Umsetzung gilt. Diese Regel bedeutet folgendes: Ist 
= 8 und 8 =  beweisbar, so kann man innerhalb jeder Formel 
€ durch & ersetzen. In dieser Form ist die Regel aber nicht in 
Stre ableitbar, aber es genügt, sie für die Formeln nachzuweisen, 
die sich nur mit Hilfe von 7, — und = aufbauen. Sei © eine 
derartige Formel, in der € als Bestandteil vorkommt. ©’ sei die 
Formel, die aus © dadurch entsteht, dass man die Teilformel 4 
durch & ersetzt. Wir behaupten dann zunächst, dass C = C’ und 
C’ = © herleitbar sind. 

Wir beweisen das durch Induktion nach dem Formelaufbau. 
Ist © gleich €, so ist die Behauptung schon in der Voraussetzung 
enthalten. Hat © die Form 9 — & und steckt € in 9, so môge 9’ 
die Formel sein, die aus 9 dadurch entsteht, dass man € durch & 
ersetzt. Nach Voraussetzung sind 9-79" - 711 und 
9-79 -7AA beweisbar. Daher sind auch D-- 79 
= 7A> A und 9 -F- 79-71 A beweisbar. Ferner sind 
D-f-7F-7AA und D -5- 75-71 A beweisbar. 
Hieraus erhält man mit Hilfe der Grundformel 10 


OS A) (9-28 71)> A 
OP A ADF TE A)S À: 

Da aber 
D=F-7(D-F5)-7A(D-5-7D- 71) -(D-F5-75—7À) 


und 


und 
D'=F-7(D-F)-7A>(D-F-7D-74)-(D-F5- 75-71) 
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beweisbar sind, erhält man auch die beiden Formeln 
D=s-7(9 -5) -7A-A 


und 9'-$-7(D-5$)-71- A. Entsprechend ist der Beweis, 
falls in & steckt. 

Hat © die Form 79, so sind nach Voraussetzung 9 — 7%)" 
=7ASA und 9 -79D-7A-A beweisbar. Daraus erhält 
man sofort die beiden Formeln 79-779 -71A-A und 
79 -779D-7A-A. Hat © die Form 9=$ und geht 9 
durch die Ersetzung von € durch &8 in 9’ über, so lautet die 
Behauptung, dass (9D=5)=(9=5) und (9'=5)=>(9-=5) 
beweisbar sind. Nun ist (9'= 9) -(9 = 5) = (9'= 5) eine be- 
weisbare Formel. (Wir hatten ja vorher die Grundformeln 6 von 
Sch mit = bewiesen). Nach Voraussetzung ist 9D'= 9 beweisbar. 
Nach Regel IV’ erhalten wir dann (9D=#)=(9'=5#). Ent- 
sprechend beweist man (9D'=5)=(9=5#). Hat © die Form 
9 = & und geht 5 durch die Ersetzung in &’ über, so sind (9 =#) 
(9-5) und (D=5)=(9D-=5) zu beweisen. Nun ist 
(9=5) -(5= 5") = (9 = 5") und damit auch (5-5) (9-5) 
=> D= 5") beweisbar. Da = 58" nach Voraussetzung beweisbar 
ist, ist nach Regel IV’ auch (9 = #) = (9 = 5”) beweisbar. Ebenso 
zeigen wir die Beweisbarkeit von (9 = $#’) = (9-5). Wir haben 
damit unseren Satz bewiesen. Daraus folgt aber sofort die Be- 
hauptung bezüglich der Umsetzung. Ist 4 = &8 und 8 = € beweis- 
bar und entsteht ©’ aus ©, indem man € innerhalb © durch & 
ersetzt, so haben wir gezeigt, dass © = ©’ beweisbar ist. Ist nun © 
beweisbar, so ergibt sich, da wir die Gültigkeit der entsprechenden 
Abtrennungsregel oben zeigten, auch ©’. 

Wir haben damit gezeigt, dass die definierte Operation = alle 
Eigenschaften besitzt, wie sie im System Sch für — verlangt werden, 
so dass also alle Formeln, die mit 7, — und — gebildet und in 
Sch abgeleitet werden kônnen, auch in Stre abgeleitet werden 
kônnen, falls man —< durch = ersetzt. Damit ist allerdings nicht 
gezeigt, dass nicht für = auch noch weitere Formeln ableitbar sind, 
die nicht für — gelten. Anscheinend kann diese Frage nicht beant- 
wortet werden, wenn man nicht für Stre ein Entscheidungsver- 


PE 
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fahren oder ein teilweises Entscheidungsverfahren besitzt, was zu- 
nächst nicht vorhanden ist. 

Zu dem System Stre sei noch bemerkt, dass der Begriff einer 
Strengen Implikation nicht so weit festgelegt ist, dass man gerade 
das angegebene System Stre oder ein äquivalentes verwenden 
müsste. Man kann sagen, es ist das weitestgehendste dieser Art. 
Zwar wird man auf die Grundformeln 1 und 5-17 und die Ableitungs- 
regeln kaum verzichten kônnen. Auch die in 2 und 3 steckende 
Transitivität der strengen Implikation muss da sein, wenn man 
auch diese Grundformeln zum Beispiel in der einfacheren Form 
(A = B) —(B - C) - (A —C) benutzen und eventuell als Ableitungs- 
regeln den Übergang von A 8 zu (9 > 4) (9-8) und zu 
(8 — D) > (4 D) hinzufügen kônnte. Ebenso bleibt es anheim- 
gestellt, die Grundformeln 4 fortzulassen und sie etwa durch die 
sonst nicht ableitbare Formel À — (A - B) - B zu ersetzen. Auch 
bei diesen Veränderungen lassen sich die benutzen Eigenschaften 
von = ableiten. 
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Zusammenfassung 


Der Verfasser geht auf Beziehungen zwischen dem von C.I. Lewis ein- 
geführten Begriff der «strikten » Implikation und dem von ihm selbst ein- 
geführten Begriff der « strengen » Implikation ein. Er zeigt, dass sich inner- 
halb des Systems der strengen Implikation ein weiterer Folgebegriff defi- 
nieren lässt, der alle Eigenschaften hat, die von der strikten Implikation 
verlangt werden. Als dieser Folgebegriff wird genommen, dass die Kon- 
junktion von A und dem Gegenteil von B unmôglich ist, was in dem System 
der strengen Implikation keineswegs damit identisch ist, dass A in strenger 
Weise B impliziert. Das System der strikten Implikation wird dabei in einer 
von Arnold Schmidt gegebenen Form zugrunde gelegt. 


Résumé 


Il s’agit des relations entre la conception d’implication stricte introduite 
par C.I. Lewis et la conception de «strenge » implication introduite par 
l’auteur. L’auteur indique qu’une conception d’implication se laisse définir 
dans le système de «strenge » implication qui a toutes les qualités d’im- 
plication stricte. La définition est la suivante : À implique B a ce sens si la 
conjonction de A et non B est impossible ce qui n’équivaut pas à la proposi- 
tion qu’il y a de «strenge » implication de À à B. Le système d’implica- 
tion stricte est considéré sous la forme qui lui a été donnée par Arnold 
Schmidt. 


Abstract 


In this paper the author enters into the particulars of the relations of 
the concept of « strict » implication introduced by C.I. Lewis with the 
concept of «strenge » implication introduced by himself. He points out 
that within the system of « strenge » implication a further concept of impli- 
cation may be defined which has all the qualities of strict implication. The 
definition is the following : A implies B in this sense if the conjunction of A 
and non-B is impossible, which is not the same as the « strenge » implication 
between A and B. The system of strict implication is taken in the form 
as formerly given by Arnold Schmidt. 


< COGITO ERGO SUM : — 
RAISONNEMENT OÙ INTUITION ? 


par E. W. BETH, Amsterdam 


. nous sommes amenés à 
reconnaître qu’il ne suffit pas 
d’avoir l’évidence, mais qu’il 
faut la raison dans sa totalité. 

P. BERNAYS. 


Pour commencer, je veux discuter la phrase suivante, qui est 
d’un type que l’on rencontre bien souvent en mathématiques : 


(0) Dans le triangle ABC, le côté BA est égal au côté BC, 
donc l'angle BCA est égal à l'angle BAC. 


Si nous demandons à un mathématicien de nous éclaircir au sujet 
de la portée du mot donc dans ce contexte, il nous donnera à peu 
près l’explication suivante. 

En géométrie élémentaire, on démontre le théorème suivant : 


(1) Si dans un triangle deux côtés sont égaux, les angles opposés 
à ces côtés sont égaux. 


Pour le triangle ABC sous considération on sait que: 
(2) Le côté BA est égal au côté BC. 


Or, les angles BCA et BAC étant respectivement opposés aux 
côtés BA et BC, on peut inférer des deux prémisses (1) et (2) la 
conclusion : 


(3) L'angle BCA est égal à l’angle BAC. 
Cependant, le rôle du théorème (1) est si évident (et son appli- 


* cation dans des situations semblables est si fréquente) qu’il est inutile 
de le mentionner explicitement. Cette circonstance nous permet de 
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télescoper, pour ainsi dire, le raisonnement que nous venons de 
décrire, dans une seule phrase. Le mot donc qui se présente dans cette 
phrase doit servir pour marquer la conclusion du raisonnement. 


*% 
* * 


Ceci posé, il est naturel de faire une tentative pour développer 
de la même manière la thèse célèbre de Descartes : 


(O*) Je pense, donc je suis. 


Or, il semble que la transformation analogue ne présente aucun 
inconvénient; cette transformation produit leraisonnement suivant : 


(1) Un étre qui pense, est 
(2*) R. Descartes pense 
(3*) L'REDesCartes est. 


Ce raisonnement est entièrement concluant, ce qui pourrait nous 
donner l'impression que nous avons obtenu une interprétation 
légitime de la thèse de Descartes. 

Cependant, on sait que, à plusieurs reprises, Descartes s’est 
obstinément opposé à toute interprétation de ce genre. Il a 
affirmé, avec beaucoup de force, que le Cogito ne constitue pas un 
raisonnement. Et, ce qui contribue à rendre la situation encore 
plus surprenante, il y a également des textes où Descartes lui- 
même présente une sorte de syllogisme qui, en partant de la pré- 
misse Je pense, produit la conclusion Je suis ?. 

Il va de soi que d’assez nombreuses tentatives ont été faites 
pour expliquer l’attitude si surprenante de Descartes 3. Je les pas- 
serai sous silence, non pas parce qu’elles me semblent sans valeur 
ou même erronées, mais parce que, à mon avis, elles ne sont pas 
complètes. C’est que, en raison d’une tradition qui remonte à 
Descartes lui-même, elles négligent un certain point de vue qui, à 
mon avis, est d’une importance capitale, à savoir celui de la 


1 Voir par exemple Descartes [1], pp. 266/267 (115 Réponses). 

2 Ibid., p. 437 (Principes I, 10). 

* Entre autres Alquié [1], Ayer [1], Guéroult [1], Kemp Smith [1], 
Williams [1]. | 
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logique. Dans la présente étude, je me propose de considérer la 
question plus particulièrement sous cet angle. 


# Ÿ + 

Remarquons d’abord que, sans aucun doute, Descartes veut 
s'opposer à une conception qui s'impose dès qu’on accepte le point 
de vue de la logique courante. 

Les deux raisonnements (ou pseudo-raisonnements) en question 
sont, selon toute apparence, des cas particuliers d’un schéma d’infé- 
rence d'une portée universelle, qui peut être caractérisé de la 
manière suivante : 


(19) a est un À 
(20) Ce qui est un À, est un B 
(30) .". a est un B. 


Ce schéma d’inférence est concluant ou, ce qui d’après le 
théorème de déduction revient au même, la phrase : 


(40) Si a est un À, et si tout ce qui est un À est un B, alors a est un B, 


est une loi logique. Maintenant, la conception imposée par le point 
de vue de la logique courante peut être formulée de la manière 
suivante : 

Le mot donc dans la phrase : 


(O0) a est un À, donc a est un B, 


tire son sens du fait que le raisonnement (1°)-(30) est concluant ou, 
ce qui revient au même, que la phrase (40) est une loi logique uni- 
verselle. 

Ceci posé, je peux énoncer mon interprétation de la conception 
de Descartes en affirmant que, selon Descartes, l’acception de la 
thèse : 

(O*) Je pense, donc je suis, 


n’a rien à faire avec l’acception de la phrase (4°) en tant que loi 


logique de portée universelle. 


*# 
* * 
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Pour mieux expliquer mon opinion, je me servirai d’abord d’une 
simple illustration tirée de l’arithmétique élémentaire. Supposons 
qu'il s’agit de démontrer l’énoncé : 


(D) La factorisation du nombre naturel 30 est unique pour autant 
qu'on néglige l’ordre relatif des facteurs. 


Nous pourrons donner deux démonstrations bien différentes. 


A. Nous pourrons observer que l’énoncé (1) ne constitue qu’une 
application particulière d’un théorème arithmétique d’une portée 
générale, à savoir : 


(II) La factorisation d’un nombre naturel quelconque est unique 
pour autant qu’on néglige l’ordre relatif des facteurs. 


B. Nous pouvons également partir d’une énumération complète 
de toutes les factorisations possibles du nombre naturel 30, soit : 


30—2-3-5— 2.5.3 
—3-2-5— 3.5.2 
—5.2.3—5.3.2 


Ensuite, il suffit de constater que, si nous faisons abstraction 
de l’ordre relatif des facteurs, les 6 factorisations possibles sont 
identiques. 

Si nous adoptons cette deuxième méthode, l'énoncé (1) n’est 
pas considéré comme un cas particulier du théorème (II), mais 
comme un théorème indépendant. Et il est important d’observer 
que la démonstration du théorème (1) résulte de l’application d’une 
méthode qui, sous cette forme, ne nous permettrait jamais de 
démontrer le théorème (Il). 

Une deuxième illustration sera empruntée à un article du 
EEE Save ?: 


Sans doute, telle preuve métaphysique comporte un enchaînement 
long et complexe de syllogismes simples ; c’est le cas pour la thèse de 
l'existence de Dieu. Mais pour construire la preuve, il n’a pas été nécessaire 
d'établir au préalable la valeur de cet enchaînement comme tel : la valeur 
intuitive de chaque syllogisme simple a suffi pour assurer la valeur de 


1 IJsaye [1]. 
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l’ensemble. Allons plus loin : il n’y a aucun intérêt à dégager la forme de 
cet enchaînement pour en faire un type de raisonnement à retenir en vue 
d'applications nouvelles : pour la bonne raison qu un type de raisonnement 
qui conclut du fini à l’Etre absolument infini n’a aucune autre application. 
Il n’y a qu’un Etre absolument infini. 


Par rapport à notre question particulière, l'attitude du 
R. P. Isaye présente, me semble-t-il, une analogie frappante avec 
l'attitude de Descartes. Dans les deux cas, il s’agit d’une certaine 
argumentation spéciale qui emprunte sa force démonstrative, non 
pas du fait qu’elle constitue une application particulière de cer- 
taines règles dont la validité universelle a été établie au préalable, 
mais à une certaine intuition qui ne s'applique qu’au cas concret 
auquel se rapporte l’argumentation spéciale sous considération. 


* # * 

L'interprétation que je viens de développer explique sans 
aucune difficulté les contradictions apparentes que l’on trouve chez 
Descartes. Si parfois Descartes fait un effort pour présenter le 
Cogito comme une sorte de raisonnement, c’est qu’il lui importe de 
montrer qu’il s’agit d’une argumentation ayant force démonstrative. 

Lorsque, tout au contraire, il souligne que le Cogito ne constitue 
pas un raisonnement, il veut dire que la force démonstrative de 
cette argumentation ne résulte pas de l’application de telle ou telle 
règle universelle, mais plutôt d’une intuition particulière. 

Remarquons que notre interprétation des affirmations de 
Descartes concernant le Cogito est en plein accord avec ses concep- 
tions sur la méthode déductive en général, que j’ai étudiées ailleurs. 

Ce qui m'intéresse à présent dans les observations de Descartes 
au sujet du Cogito, c’est surtout la circonstance qu’elles mettent en 
évidence toute la portée radicale de l’intuitionisme cartésien. En 
effet, ces observations sont fondées sur la doctrine de Descartes 
selon laquelle on peut accepter une argumentation comme con- 
cluante sans que cette acception implique la nécessité de recon- 
naître comme concluant un raisonnement quelconque ayant la 
même forme logique. 


1 Beth [1]. 
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Je me propose de consacrer la deuxième partie de cette étude à 
une discussion des conséquences de cette doctrine. 


Er 

Un inconvénient fort sérieux de l’acception de la doctrine de 
Descartes consiste dans le fait qu’elle nous interdit de faire appel 
à la méthode du contre-exemple pour montrer qu’un raisonnement 
donné est dépourvu de force démonstrative. 

En effet, soient U,, U,, ..., U,, et V respectivement les pré- 
misses et la conclusion du raisonnement dont on se propose 
d'établir le caractère non concluant. Soient £,, £&, ..., {, les termes 
qui s’y présentent. Nous substituons à ces termes des termes 
nouveaux f;,1,,...,l, de façon à obtenir des prémisses nouvelles 

1 Us, -.., Un, et une nouvelle conclusion V'. Nous supposons 
que nous avons réussi à choisir les termes nouveaux de telle 
manière que toutes les nouvelles prémisses sont vraies tandis que 
la nouvelle conclusion est fausse. 

Alors, le point de vue de la logique courante donne lieu à la 
considération suivante. Si le raisonnement donné était concluant, 
le nouveau raisonnement, ayant la même forme logique, serait 
également concluant. Puisque toutes les nouvelles prémisses sont 
vraies, il faudrait alors que la nouvelle conclusion soit également 
vraie. Or, la nouvelle conclusion est fausse. Il en résulte que le 
raisonnement donné n’est pas concluant. 

Il est évident que cette considération présuppose le principe 
suivant : 


Tout raisonnement ayant la même forme logique qu’un raison- 
nement concluant est également concluant, 


principe qui est à la base de la logique courante (traditionnelle et 
moderne), mais qui est incompatible avec la doctrine de Descartes. 


% 
* * 
Il semble que d’après la doctrine de Descartes la forme logique 


n’y est pour rien quand il s’agit de juger de la force démonstrative 
d’un raisonnement donné. Or, il n’en est pas ainsi. 
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Supposons que, pour un raisonnement donné, il est impossible 
de trouver de nouveaux termes de façon à obtenir un contre- 
exemple. Dans ce cas, le raisonnement donné sera concluant, et 
tout raisonnement ayant la même forme logique sera également 
concluant. 

La force démonstrative d’un raisonnement concluant peut donc 
découler de deux données de nature fort divergente : 

(i) Le raisonnement n’admet aucun contre-exemple; dans ce 
cas, un raisonnement quelconque ayant la même forme logique sera 
également concluant. 

(ij) Le raisonnement fait appel à une certaine intuition parti- 
culière qui ne se rapporte qu’au cas concret sous considération ; 
dans ce cas, il peut y avoir des contre-exemples, de sorte que cer- 
tains raisonnements ayant la même forme logique ne sont pourtant 
pas concluants. 

En général, nous sommes contents de constater qu’un raison- 
nement donné est concluant. La question de savoir devant lequel 
des deux cas (i) et (ij) nous nous trouvons ne se pose que lorsque 
nous voulons, comme le dit fort bien le R. P. Isaye, «en faire un 
type de raisonnement à retenir en vue d’applications nouvelles ». 
Même si l’on accepte l’intuitionisme radical de Descartes, on ne 
pourra pas nier la légitimité d’une logique qui se propose d'établir 
une énumération de tous les types de raisonnement qui sont 
concluants par leur seule forme logique. 


* * * 

Il est intéressant de remarquer que l’acception de la doctrine 
de Descartes nous permettrait d'éviter le reproche de circularité 
qui est si souvent fait à l’égard de certaines argumentations épis- 
témologiques. 

Une première illustration peut être empruntée à la théorie de 
l'induction !. Il arrive parfois qu’on justifie la méthode inductive 
en faisant appel à un principe qui ne peut à son tour se fonder que 
sur une certaine induction. En apparence une telle justification 
constitue forcément un cercle vicieux. 


1 Black [1]. 
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Cependant, on pourrait affirmer que cette application spéciale 
de la méthode inductive est fondée sur une intuition particulière, 
de sorte qu’elle ne demande pas un appel au principe général qu'il 
s’agit d'établir. 

La preuve ontologique de l’existence de Dieu d’Anselme de 
Cantorbéry 1 nous fournit une deuxième illustration fort intéres- 
sante (on sait que l’argument ontologique fut repris par Descartes). 
Déjà Gaunilon de Marmoutiers a essayé de réfuter cette preuve au 
moyen d’un contre-exemple approprié. Or, nous avons vu qu’une 
telle réfutation n’est pas décisive, pourvu que l’on affirme que la 
preuve tire sa force démonstrative, non pas de sa forme logique, 
mais d’une intuition particulière. Et, de fait, une affirmation de ce 
genre se trouve chez tous ceux qui défendent la preuve ontologique 
à l’encontre des objections de Gaunilon et autres. 


*k 
* * 


La discussion philosophique de certains résultats métamathé- 
matiques nous fournit de nombreuses illustrations qui me paraissent 
particulièrement intéressantes. 

On sait que G. Gentzen a donné une démonstration de non- 
contradiction pour une certaine version P de l’arithmétique élé- 
mentaire formalisée ; le système P fait intervenir certains types 
élémentaires de récurrence. Or, la démonstration de Gentzen fait 
appel à une application d’un type de récurrence qui est moins 
élémentaire que les types qui interviennent à l’intérieur de P. 
C'est-à-dire que, pour justifier dans une certaine mesure l’appli- 
cation de certains types élémentaires de récurrence, on a recours à 
une récurrence d’un type moins élémentaire; c’est pire qu’un 
cercle vicieux... 

Dans ce cas, comme dans les cas précédents, on pourra observer 
que la récurrence appliquée dans la démonstration de Gentzen est, 
bien entendu, d’un type non élémentaire, mais que son application 
ne présuppose pas nécessairement qu’on accepte l’application de 
récurrences de type non élémentaire quelconque. On peut affirmer 


1 Gilson [1]. 
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que l'application de cette récurrence spéciale, bien que non élémen- 
taire, est justifiée par une intuition particulière, ce qui n’est pas 
nécessairement le cas pour tous les types élémentaires de récur- 
rence que le système P fait intervenir. 

Une situation entièrement analogue se présente pour les démons- 
trations de soundness et de caractère complet au point de vue 
sémantique qu’on peut donner pour la logique élémentaire. Ces 
démonstrations dépassent nécessairement le cadre restreint de la 
logique élémentaire. 

Mais on peut affirmer à nouveau que l’acception de certains 
raisonnements non élémentaires spéciaux n'implique pas néces- 
sairement qu’on accepte tel ou tel système logique d’ordre supé- 
rieur; Ces raisonnements spéciaux pourraient, à la rigueur, se 
fonder sur une intuition particulière. 


* e * 

La doctrine intuitioniste de Descartes que je viens d’expliquer 
ne me paraît pas, sous cette forme, fort plausible. En effet, il me 
semble qu’elle n’est pas confirmée par les faits historiques. 

Les argumentations qu’on prétend fonder sur des intuitions 
particulières n’ont, en général, qu’un succès éphémère. Plus tard, 
elles sont, ou bien abandonnées, ou bien remplacées par des raison- 
nements qui tirent leur force démonstrative exclusivement de leur 
forme logique. 

L'exemple le plus important d’un tel développement est celui 

des démonstrations géométriques. Ces démonstrations étaient, selon 
Descartes et Kant, fondées sur des intuitions particulières, mais 
elles ont obtenu aujourd’hui une forme purement logique. L’argu- 
ment ontologique, au contraire, a été complètement abandonné. 
* Cela ne veut pas dire que l’acception de certaines argumen- 
tations en vertu de certaines considérations intuitives est une pure 
illusion. Cependant cette acception peut se présenter en tant que 
fait historique, mais la situation qu’elle crée n’est jamais définitive ; 
cette situation doit être comprise comme une phase dans le genèse 
de ce que Bernays ! a caractérisé comme une évidence acquise. 


1 Bernays [1], [2]. 
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D’après l’épistémologie traditionnelle, les notions évidentes qui 
sont à la base de la connaissance quotidienne et scientifique de 
l’homme seraient des évidences innées ; elles seraient données une 
fois pour toutes et elles auraient donc un caractère statique. Or, il 
est difficile de défendre cette doctrine si l’on tient compte du déve- 
loppement scientifique et de son influence sur la pensée quotidienne. 
En effet, les évidences les plus vénérables ont été ébranlées par les 
développements scientifiques contemporains, en sorte qu’on dispose 
aujourd’hui, entre autres, d’une géométrie non euclidienne et d’une 
logique non aristotélicienne 1. 

Cette constatation ne doit pas nous induire à croire que l’homme 
moderne ne dispose pas de notions évidentes ; dépourvus de notions 
évidentes, nous ne saurions ni agir, ni même juger. Cependant, ces 
évidences sont, tout au moins en partie, non pas innées mais 
acquises. 

Si cette opinion est correcte, on doit s'attendre à ce que de 
temps en temps de nouvelles évidences se présentent qui tendent à 
supplanter les évidences qu’on croit innées. 

Une évidence nouvelle n’aura guère de rapports avec le grand 
stock de nos connaissances antérieures, et il est donc tout naturel 
qu’elle nous apparaisse au début comme une intuition isolée. Mais 
peu à peu cette intuition s’avérera le noyau d’un nouvel édifice 
conceptuel qui à son tour influencera sur notre pensée dans son 
ensemble. Enfin la nouvelle évidence se trouvera solidement incor- 
porée à la structure intégrale de notre savoir. 


L'apparition d’argumentations fragmentaires qui tirent leur 
force démonstrative, non pas de leur forme logique, mais de cer- 
taines données intuitives, marque les premières étapes dans le déve- 
loppement que je viens de décrire. Dans la mesure où ce dévelop- 
pement s'achève, ces argumentations se transforment dans des 
raisonnements de caractère normal. 


1 Bachelard [1]. 
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Si mon analyse des phénomènes est correcte, de telles argumen- 
tations fragmentaires, dont j’ai mentionné plusieurs exemples, sont 
toujours caractéristiques d’une phase transitoire dans le dévelop- 
pement d’un domaine scientifique ; il s’agit ici d’un développement 
particulièrement radical, puisqu'il consiste dans l’acquisition de 
nouvelles évidences. 

Il en résulte que l’étude de ces argumentations fragmentaires 
présente un intérêt considérable, non seulement d’un point de vue 
historique, mais également d’un point de vue philosophique. Une 
revision des évidences s’impose de temps en temps, mais elle sou- 
lève toujours des répercussions violentes au niveau de la discussion 
proprement philosophique. La philosophie ne pourrait que gagner, 
me semble-t-il, si elle faisait un effort pour approfondir la raison 
d’être d’une telle revision. 
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Résumé 


Selon Descartes, la force démonstrative d’une argumentation peut 
résulter ou bien de l’application des règles universelles de la logique ou 
bien d’une intuition particulière. Cette doctrine permet d’éviter le reproche 
de circularité qui est souvent fait à l’égard de certaines argumentations 
épistémologiques. D’autre part, elle implique le rejet de la méthode du 
contre-exemple. L’acception de certaines argumentations en vertu d’une 
intuition particulière ne crée pas une situation définitive ; elle constitue une 
phase dans la genèse de ce que Bernays a caractérisé comme une évidence 
acquise. 


Zusammenfassung 


Nach Descartes kann die Beweiskraft einer Argumentation entweder 
von der Anwendung der allgemeingültigen Regeln der Logik oder von einer 
besonderen Anschauung herrühren. Diese Ansicht erlaubt uns, dem Einwand 
der Zirkelhaftigkeit zu entgehen, welcher ôfters gegen gewisse erkenntnis- 
theoretische Argumentationen erhoben wird. Sie erfordert anderseits den 
Verzicht auf die Methode der Gegenbeispiele. Die Hinnahme gewisser Argu- 
mentationen auf Grund einer besonderen Anschauung schafñfft niemals eine 
bleibende Situation ; sie bildet eine Phase im Zustandekommen dessen, was 
Bernays als eine erworbene Evidenz charakterisiert hat. 


Abstract 


According to Descartes, the demonstrative power of an argumentation 
may result either from the application of the universal rules of logic or from 
a particular intuition. This doctrine permits us to avoid the reproach of 
circularity which is often raised as an objection to certain argumentations 
in epistemology. On the other hand, it implies the rejection of the method 
of the counter-example. The acceptance of certain argumentations based 
on a particular intuition never creates a permanent situation; it rather 
constitutes a stage in the genesis of what Bernays has characterized as an 
évidence acquise. 


BEOBACHTUNGSSPRACHE 
UND THEORETISCHE SPRACHE 


von Rudolf CaArnaP, Los Angeles 


1. Einleitung. In neueren Überlegungen über die Gesamtsprache 
der Wissenschaft hat es sich oft als nützlich herausgestellt, zwischen 
Beobachtungssprache und theoretischer Sprache zu unterscheiden. 
Die erstere enthält Sätze wie: « Dieses Ding ist hart, weiss und 
kalt », die letztere solche wie : « An der Raum-Zeit-Stelle mit den 
Koordinaten x, y, z, { haben die Komponenten des elektrischen 
Feldes die und die Werte. » Die Beobachtungssprache enthält nur 
eine elementare Logik. Die Sätze dieser Sprache werden als voll- 
ständig verstanden vorausgesetzt. Die Deutung der theoretischen 
Sprache dagegen bleibt stets unvollständig. Sie besitzt eine sehr 
umfassende Logik, die die ganze klassische Mathematik einbegreift. 

Dieser Aufsatz will einige Fragen der Beziehungen zwischen 
diesen beiden Sprachen in informeller Weise erürtern. Die Struk- 
turen der Sprachen der Mathematik und der Physik als Teile der 
theoretischen Sprache werden deutlich gemacht. Ferner wird 
gezeigt, wie die Unterscheidung zwischen analytischen und synthe- 
tischen Sätzen, die gewôühnlich nur für eine vollständig gedeutete 
Sprache gemacht wird, auf die theoretische Sprache ausgedehnt 
werden kann. Paul Bernays hat kürzlich in einem Aufsatz [1] 
einige Punkte in der Entwicklung des logischen Empirismus darge- 
stellt und interessante kritische Erôrterungen darüber gemacht. Im 
vorliegenden Aufsatz werde ich unter Anderem auch einige der von 
Bernays aufgeworfenen Fragen beantworten und in einigen 
Punkten, die er berührt hat, meine heutige Auffassung darstellen 
oder wenigstens kurz andeuten. 

Zur Kürze will ich die folgenden Bezeichnungen verwenden. 
L sei die hier betrachtete Gesamtsprache, die die Beobachtungs- 
sprache Ls und die theoretische Sprache Lr als Teïlsprachen ent- 
hält. Die Konstanten von L werden eingeteilt in logische und 


BEOBACHTUNGSSPRACHE UND THEORETISCHE SPRACHE 237 


deskriptive (d.h. nichtlogische) Konstanten ; die mathematischen 
Konstanten werden zu den logischen gerechnet. Die primitiven, 
deskriptiven Konstanten von Lg nennen wir Beobachtungsterme 
oder B-Terme; diese bezeichnen beobachtbare Gegenstände oder 
Vorgänge, und beobachtbare Eigenschaften und Beziehungen 
solcher Gegenstände (z.B. «Zürich », «kalt », «schwerer »). Die 
primitiven, deskriptiven Konstanten von Lr nennen wir fheore- 
tische Terme oder T-Terme. Wir nehmen an, dass nur Terme, die 
nicht auf Grund der B-Terme explizit definierbar sind, als T-Terme 
genommen werden. Dies môgen etwa fundamentale Terme der 
theoretischen Physik sein (z. B. « Masse », « Temperatur »). 

Die Sprache LA enthalte die üblichen Satzverknüpfungszeichen 
(darunter «3» für materielle Implikation und « = » für materielle 
Âquivalenz). Sie enthalte als Variablen, die mit All- und Existenz- 
operatoren verwendet werden, nur Individuenvariablen, deren 
Werte beobachtbare Dinge oder Dingmomente oder Vorgänge sind. 

2. Die Sprache der Mathematik. Die Struktur von Lr sei so, 
dass sie eine Sfufenlogik mit einer unendlichen Folge von Bereichen 
D, D!, D?, usw. enthält ; Dr heisst der Bereich n-ter Stufe. Jede 
Variable und jede Konstante gehôrt zu einer bestimmten Stufe. 
Jede Variable n-ter Stufe hat Dr als Wertbereich, und jede Kon- 
stante n-ter Stufe bezeichnet ein Element von Dr. Die Elemente 
von D sind die Glieder der unendlichen Folge 0, 0*, 0**, usw. 
Offiziell wird für diese logischen Ausdrücke keine Deutung gegeben ; 
ihr Gebrauch ergibt sich aus den Regeln der Sprache. Wir wollen 
aber, um übliche Begriffe mit diesen Ausdrücken zu verbinden, 
inoffiziell D° als den Bereich der natürlichen Zahlen ansehen, wobeï 
«0» die Zahl Null bezeichnet, «0* » die Zahl Eïins usw. Ferner 
betrachten wir, für beliebiges n, D'*1 als den Bereich aller Teil- 
klassen von Dr. Also ist D! der Bereich aller Klassen von natür- 
lichen Zahlen, D? der Bereich aller Klassen von solchen Klassen 
usw. Ein Allsatz der Form «(x")(...x"...)» besagt, dass für 
jedes Element 2? von Dr ...a"... gilt. 

Ein geordnetes m-tupel beliebiger Gegenstände der genannten 
Bereiche lässt sich als eine Klasse hôherer Stufe definieren. Eine 
m-stellige Relation kann als Klasse gewisser m-tupel aufgefasst 
werden, und eine Funktion als eine voreindeutige Relation. 
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In dieser Weise enthält Lr Ausdrücke und Variablen für alle 
Gegenstände, die in der klassischen Mathematik vorkommen : die 
Zahlen der verschiedenen Arten (natürliche, ganze, rationale, reelle 
und komplexe Zahlen) die Relationen zwischen Zahlen, Funk- 
tionen von Zahlen, usw. Aber wir machen keine ontologischen An- 
nahmen über die «Existenz» (im metaphysischen) Sinn solcher 
Gegenstände. Wir führen nur Ausdrücke ein, die nach bestimmten 
syntaktischen Regeln gebraucht werden, mit andern Worten, wir 
stellen einen Kalkül auf. Die syntaktischen Regeln, zum Beispiel 
Grundsätze und Schlussregeln, werden in einer syntaktischen Meta- 
sprache formuliert. Die fundamentalen syntaktischen Regeln, etwa 
Formregeln, Bestimmungen für Grundsätze oder Grundsatzsche- 
mata, und Schlussregeln, regulieren wirklich ausführbare Opera- 
tionen mit Zeichen. Für diese Regeln ist eine Metasprache mit einer 
elementaren Logik ähnlich der in Lg hinreichend. 

Ein solcher Aufbau der Mathematik entspricht dem zuerst von 
Hilbert vorgeschlagenen Verfahren, das dann von ihm zusammen 
mit Bernays durchgeführt wurde. Diese Methode kann auch von 
denen angenommen werden, die eine intuitionistische, eine kon- 
struktivistische oder sogar eine nominalistische Auffassung ver- 
treten, da die elementare syntaktische Metasprache die Anfor- 
derungen erfüllt, die diese Auffassungen an eine sinnvolle Sprache 
stellen. Ferner kann eine elementare Semantik in einer elementaren 
Metasprache formuliert werden. Darüber hinaus besteht aber auch 
die Môglichkeit, eine fheoretische Syntax und eine theoretische 
Semantik in einer reicheren Metasprache zu formulieren, die Teil 
einer theoretischen Sprache ist und daher nicht vollständig gedeutet 
ist. Begriffe wie Wahrheit und logische Wahrheit für eine so um- 
fassende Sprache wie L künnen nur in einer solchen theoretischen 
Metasprache definiert werden. 

Obwohl offiziell die Stufenlogik der Sprache Lr nur als ungedeu- 
teter Kalkül aufgebaut wird, scheint es mir, dass man diese Sprache 
als sinnvoll in einem weiteren Sinn auffassen kann. Zunächst stim- 
men sowohl die Anhänger des Formalismus wie die des Intuitio- 
nismus darin überein, dass eine Formel wie «2 + 3—5»sinnvollist. 
Um die ganze mathematische Teiïlsprache als sinnvoll anzusehen, 
müssten wir noch folgende weitere Voraussetzungen annehmen : 
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(1) a) Allsätze über die Elemente von D sind sinnvoll. 


b) Wenn Allsätze über irgend einen Bereich von Gegenständen 
sinnvoll sind, so auch Allsätze, die sich auf Klassen solcher 
Gegenstände beziehen. 


c) Die Konjunktion zweier sinnvoller Sätze ist sinnvoll; die 
Negation eines sinnvollen Satzes ist sinnvoll. 


Die Intuitionisten würden dies ablehnen, und auch Hilbert und 
Bernays, falls « sinnvoll » in einem strengen Sinn verstanden wird. 
Andrerseits würde die Mehrheit der praktisch arbeitenden Mathe- 
matiker diese Voraussetzungen annehmen und als Argument hier- 
für auf die Tatsache hinweisen, dass in jahrhundertelanger Arbeit 
zahlreiche Ergebnisse, etwa über reelle Zahlen und Mengen und 
Funktionen von solchen, gefunden worden sind, wobei verhältnis- 
mässig selten Meinungsverschiedenheiten aufgetreten sind. Wenn 
wir nun Formeln als sinnvoll in einem weiteren Sinn ansehen, falls 
sie sich im Gebrauch einer grossen Gruppe von Personen für lange 
Zeit als erfolgreiche Mittel der gegenseitigen Verständigung er- 
wiesen haben, so müssen wir doch wohl die Formeln der klassischen 
Mathematik als sinnvoll in diesem Sinn anerkennen. 

Andrerseits muss aber zugegeben werden, dass ein Allsatz über 
Klassen von natürlicher Zahlen weniger klar ist als ein solcher über 
natürliche Zahlen, und dass die Klarheit unseres Denkens und 
damit die Sicherheit der gewonnenen Einsichten beim Übergang zu 
hôheren Stufen mehr und mehr abnimmt. Die Antinomien haben 
uns eindrücklich gezeigt, dass auch plausible Einsichten sich zu- 
weilen als ungültig herausstellen. Nach meiner Ansicht folgt jedoch 
hieraus keineswegs, dass Formeln mit hôheren Variablen sinnlos 
sind, sondern nur, dass unser Arbeïiten mit diesen Formeln unsicher 
ist. Ferner wissen wir aus Güdels Ergebnissen, dass nicht einmal 
die Logik mit Variablen der untersten Stufe, mit andern Worten, 
die Arithmetik der natürlichen Zahlen, durch effektive Regeln 
erschôpft werden kann, und dass die Unvollständigkeit mit jeder 
weiteren Stufe zunimmt. 

Selbst wenn wir, gemäss Hilberts Vorschlag, darauf verzichten, 
Einsicht über die Gültigkeit eines mathematischen Theorems oder 
Axioms durch Verstehen seines Gehaltes zu gewinnen, und uns 
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statt dessen damit begnügen, das mathematische System als 
blossen Kalkül zu nehmen und nur seine Widerspruchsfreiheit 
nachzuweisen, so wissen wir heute, wiederum durch Gôüdel, dass 
hierfür neue deduktive Mittel notwendig sind, die selbst umso un- 
sicherer sind, je umfassender der Kaklül ist. Weyl fühlte sich durch 
diese Ergebnisse deprimiert und entmutigt!. Dafür scheint mir 
jedoch kein hinreichender Grund zu bestehen. In der Physik ist es 
noch viel weniger môglich, Gewissheit zu erreichen, dass die jeweils 
als Postulate angenommenen Grundgesetze mit allen künftigen 
Beobachtungen im Einklang sein werden. Jeder Physiker ist sich 
stets dessen bewusst, dass môüglicherweise morgen eine Unstimmig- 
keit entdeckt werden mag; er ist im Voraus bereit, in diesem Fall 
sein System zu modifizieren. Ebenso werden wir in der Mathematik, 
wenn ein Widerspruch gefunden werden sollte, die Postulate modi- 
fizieren ; da ist kein Grund zu verzagen. In dieser Auffassung stimme 
ich mit Hilbert und Güdel überein ; sogar Weyl sagt, dass er nicht 
viel dagegen einwenden kônne ?. Ich môchte jedoch betonen, dass 
ich hier nur eine entfernte Analogie zwischen Physik und Mathe- 
matik sehe, nämlich die Unmüglichkeit von absoluter Gewissheit. 
Ich würde aber nicht die logisch-mathematische Intuition, das 
heisst die Erfassung einer begrifilichen Beziehung, als erkenntnis- 
theoretisch analog zur Beobachtung einer faktischen Beziehung 
zwischen wahrgenommenen Gegenständen ansehen, wie einige Be- 
griffsrealisten es tun à. 

3. Die Sprache der theoretischen Wissenschaft. Aus der oben 
besprochenen Sprache der Mathematik ensteht die theoretische 
Sprache Lr durch Hinzufügung der deskriptiven T-Terme. Für die 
Beschreibung von Fakten und die Formulierung von Gesetzen 
irgend einer empirisch-wissenschaftlichen Theorie sind deskriptive 
Terme offenbar unentbehrlich. Daher scheint mir der alte Spruch, 
dass das Buch der Natur in der Sprache der Mathematik geschrieben 
sei, recht irreführend. 

Zur Einführung der T-Terme werden nun zwei Arten von neuen 


1 WEyL [1], letzter Absatz. 

ID 2 022 

* Siehe hierüber meine Erwiderung in Carnap [3] auf Wilfrid Sellars, 
mit dem ich in diesem Punkt übereinstimme. 
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Postulaten aufgestellt: erstens die fheoretischen Postulate oder 
T-Postulate, die keine B-Terme, sondern nur T-Terme enthalten, 
und zweitens die Korrespondenzpostulate oder C-Postulate, die sowohl 
B-Terme wie T-Terme enthalten. Die T-Postulate môgen etwa 
fundamentale Gesetze der betreffenden wissenschaftlichen Theorie 
darstellen. Die C-Postulate verknüpfen die T-Terme mit den 
B-Termen und geben daher gewisse empirische, etwa operationale 
Regeln für die Anwendung der T-Terme an (z. B. « Wenn ein Kôrper 
wärmer ist als ein anderer, so ist die Temperatur des ersten hôher 
als die des zweiten»). (Es scheint besser, nicht von «operationalen 
Definitionen » zu sprechen, da ein T-Term auf Grund von B-Termen 
nicht explizit definierbar ist.) Wir nehmen an, dass die Anzahl beider 
Arten von Postulaten endlich ist. T sei die Konjunktion der 
T-Postulate, C die der C-Postulate, TC die von beiden zusammen. 

Diese Methode der Einführung theoretischer Terme durch 
Postulate ist in den letzten fünfzig Jahren häufig von verschiedenen 
Gesichtspunkten aus erôrtert worden !, besonders für Terme der 
theoretischen Physik. Hilbert hat die Analogie zwischen einem 
solchen Aufbau eines Systems der theoretischen Physik und dem 
formalistischen Aufbau der Mathematik betont: beide Systeme 
kônnen als ungedeutete Kalküle betrachtet werden. Wie vorhin an- 
gedeutet, ist es aber môglich, den Sätzen des mathematischen 
Kalküls einen wenn auch nicht mit voller Klarheit festgelegten 
Sinn beïizulegen. Und die Terme und Sätze des physikalischen 
Systems erhalten durch die Verbindung mit den B-Termen mittels 
der C-Postulate eine Deutung, die gleichfalls niemals vollständig 
ist, da es immer müglich ist, durch Hinzufügung weiterer C- oder 
T-Postulate die Deutung zu verstärken. Trotz der Âhnlichkeit 
in dieser Hinsicht besteht aber ein grundlegender Unterschied 
zwischen den mathematischen Grundzeichen und den physika- 
lischen T-Termen : die ersteren sind logische Konstanten, die 
letzteren deskriptive. 

Unter den vielen methodologischen Problemen, die mit dem 
Aufbau eines theoretischen Systems, etwa eines solchen der theore- 


1 Für neuere Verôftentlichungen siehe CArNAP [2] und andere Aufsätze 
in Minnesota Studies (auch in dem in Vorbereitung befindlichen Band 111), 


und die Bibliographien dort. 
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tischen Physik, auf der Basis von T- und C-Postulaten zusammen- 
hängen, môchte ich zwei herausgreifen und kurz besprechen. Das 
erste Problem betrifit die theoretischen Gegenstände der Physik, 
das zweite betrifft die Unterscheidung zwischen analytischen und 
synthetischen Sätzen in einem theoretischen System. 

Es wird häufig die Auffassung vertreten, dass die Einführung 
von theoretischen Termen für solche Gegenstände der theoretischen 
Physik wie Kräfte, Felder, Partikeln und dgl. mit besonderen be- 
grifflichen Schwierigkeiten verbunden ist. Wie sollen wir uns eine 
Auffassung von diesen Gegenständen bilden, die wir niemals un- 
mittelbar beobachten kônnen? Wie sollen wir ein allgemeines 
Begriffsschema konstruieren, in dem nicht nur die in einem gege- 
benen System der Physik vorkommenden Gegenstände einen Platz 
finden, sondern auch andere, vielleicht Kräfte, Partikeln oder son- 
stige Gegenstände ganz neuer Art, an die wir heute noch gar nicht 
denken, die aber ein Physiker vielleicht morgen einführen môüchte ? 
Bei der oben beschriebenen Form der theoretischen Sprache treten 
diese Schwierigkeiten nicht auf. Hier kommen nur die folgenden 
beiden Arten von Gegenständen vor : erstens die durch B-Terme 
bezeichneten Gegenstände, nämlich beobachtbare Dinge und ihre 
beobachtbaren Eigenschaften und Beziehungen, und zweitens die 
mathematischen Gegenstände des oben beschriebenen Stufen- 
systems, nämlich natürliche Zahlen, Klassen von solchen usw. Ich 
kann hier den Aufbau nicht wirklich durchführen, sondern nur 
einige Züge seiner Struktur durch Beiïspiele andeuten. 

Wir wollen annehmen, dass die Anzahl aller beobachtbaren 
Gegenstände entweder endlich oder abzählbar-unendlich ist, und 
dass diese Gegenstände in einer beliebigen Weise numeriert sind 
(z.B. müge der Kôrper k die Nummer 17 haben). Betrachten wir 
nun eine physikalische Grôsse, deren Wert für jeden beobachtbaren 
Kôürper eine reelle Zahl ist (z.B. die Masse des Kürpers). Diese 
Grôsse kann dann in unserem System als eine Funktion f nach- 
konstruiert werden, die den numerischen Wert nicht dem Kôrper 
selbst, sondern seiner Nummer zuschreibt. (Z. B. wird die Aussage, 
dass der Kôrper k die Masse 5 hat, durch den Satz « f (17) —5» 
ausgedrückt.) Das Funktionszeichen «f» ist hier zwar eine de- 
skriptive Konstante, aber die Funktion f ist identisch mit einer 
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mathematischen Funktion g (d.h. für jedes n, f (n) = g (n)}, die 
zu dem obigen Stufensystem gehürt). [Dieser Sachverhalt ist analog 
zu dem folgenden, der leichter einsehbar ist. Die Konstante 
«np » Sei definiert durch « die Anzahl der Planeten ». Diese Kon- 
stante ist zwar deskriptiv, aber der durch sie bezeichnete Gegen- 
stand ist eine natürliche Zahl, gehôrt also zum Bereich D°. Die 
Zahl np? ist identisch mit 9 ; aber der Identitätssatz «np — 9 » ist 
synthetisch.] Wir künnen ferner ein raum-zeitliches Koordinaten- 
System einführen, in dem zunächst jedem kleinen Kôürper zu 
irgend einem Zeitpunkt ein geordnetes Quadrupel reeller Zahlen 
zugeordnet wird. Dann wird durch Verallgemeinerung jede solche 
Quadrupel als Vertreter eines Raum-Zeit-Punktes (also eines un- 
beobhachtbaren, theoretischen Gegenstandes) genommen. Dann 
werden auch physikalische Grôssen eingeführt (z. B. Massendichte), 
die für jeden Raum-Zeit-Punkt einen Wert haben, etwa eine reelle 
Zahl. Eine Funktion dieser Art wird in unserem System durch eine 
Funktion F von Quadrupeln reeller Zahlen nachkonstruiert. Hier 
ist wiederum F identisch mit einer mathematischen Funktion von 
demselben logischen Typus. Eine physikalische Partikel wird nun als 
ein vier-dimensionales Raum-Zeit-Gebiet (mit sehr kleiner räum- 
licher und vielleicht sehr grosser zeitlicher Ausdehnung) aufge- 
fasst, innerhalb dessen gewisse physikalische Grôssen eine charak- 
teristische Verteilung haben. (Ein Elektron im klassischen Sinn ist 
z. B. durch eine bestimmte lokale Verteilung der elektrischen 
Ladungsdichte und der Massendichte charakterisiert.) Diese Bei- 
spiele genügen wohl, um zu zeigen, dass es nicht nôtig ist, für die 
deskriptiven T-Terme der theoretischen Physik neue Arten von 
Gegenständen anzunehmen. Diese Terme bezeichnen mathema- 
tische Gegenstände, zum Beispiel Zahlen oder Funktionen von 
Zahlen oder dergleichen, die aber physikalisch charakterisiert sind, 
nämlich so, dass sie die in den C-Postulaten festgesetzten Be- 
ziehungen zu beobachtbaren Vorgängen haben und ferner die in 
den T-Postulaten angegebenen Bedingungen erfüllen. 

4. Die Unterscheidung zwischen analytisch und synthetisch in der 
theoretischen Sprache. Wir nennen einen wahren Satz logisch wahr 
(im engeren Sinn), wenn seine Wahrheït schon durch die Bedeu- 
tung der vorkommenden logischen Konstanten bestimmt ist. Als 
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technischen Term (Explikat) für diesen Begriff wollen wir «L-wahr » 
nehmen. Eine der üblichen Definitionen hierfür ist wie folgt : 

D1. Ein Satz S heisst L-wahr (in der Sprache L), wenn er entweder 
ein wahrer Satz ohne deskriptive Konstanten ist oder aus einem sol- 
chen Satz durch Einsetzung von deskriptiven Konstanten entsteht. 

Wir sagen, dass S, S, L-impliziert oder dass S, aus S, (logisch) 
folgt, wenn S, 3 S, L-wahr ist; wir sagen, dass S, L-äquivalent mit 
S, ist, wenn S, = S, L-wahr ist. 

Wir nennen einen wahren Satz analytisch (oder logisch wahr im 
weiteren Sinn), wenn seine Wahrheit schon allein durch die Be- 
deutung der vorkommenden Konstanten, einschliesslich der de- 
skriptiven, bestimmt ist (z. B. «Keïn Junggeselle ist verheiratet »). 
Als technischen Term für diesen Begriff wollen wir « A-wahr » 
nehmen. Dieser Begriff kann auf Grund von Bedeutungspostulaten 
definiert werden, die die zwischen den primitiven, deskriptiven 
Konstanten bestehenden Bedeutungsbeziehungen darstellen 1. Wir 
wollen hier diese Postulate A-Postulate nennen. À sei die Kon- 
junktion der A-Postulate in einer gegebenen Sprache. Dann stellen 
wir für diese Sprache die folgende Definition auf : 

D2. Ein Satz S heisst A-wahr, wenn er aus den A-Postulaten folgt. 

Wenn zum Beispiel « Junggeselle » und « verheiratet » primitive 
Prädikate in einer gegebenen Sprache sind und ihre Bedeutungen 
so verstanden werden, dass sie sich logisch ausschliessen, so wird 
etwa der folgende Satz als A-Postulat aufgestellt : « Für jedes x, 
wenn x ein Junggeselle ist, so ist x nicht verheiratet. » Da die 
Bedeutungen der B-Terme nach Voraussetzung vollständig und 
klar bekannt sind, so bildet die Aufstellung von A-Postulaten für 
sie keine prinzipiellen Schwierigkeiten. A3 sei die Konjunktion der 
A-Postulate für die B-Terme. 

Im Gegensatz zu den B-Termen sind die T-Terme nicht voll- 
ständig gedeutet. Sie haben nur so viel Bedeutung, wie ihnen durch 
die Postulate TC zugeschrieben wird. Aber diese Postulate haben 
eine zweifache Funktion. Sie tragen nicht nur zur Bedeutungs- 
bestimmung der T-Terme bei, sondern stellen auch den faktischen 
Gehalt der Theorie dar. Das zeigt sich zum Beispiel darin, dass mit 


! Die Bedeutungspostulate sind ausführlich erklärt in Carnap [1]. 
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ihrer Hilfe aus Sätzen über beobachtete Vorgänge Voraussagen 
über künftige beobachtbare Vorgänge abgeleitet werden kônnen. 
Daher kann ein C-Postulat oder ein T-Postulat im Allgemeinen 
(abgesehen von gewissen Sonderfällen, dié wir hier beiseite lassen 
wollen) nicht als ein A-Postulat genommen werden. Darin liegt 
eine der Schwierigkeiten der Aufgabe, den Begriff der A-Wahrheit 
für Sätze mit T-Termen zu definieren!., Aus diesen und anderen 
Gründen halten einige Philosophen diese Aufgabe sogar für un- 
1ôsbar 2. Soviel ich weiss, ist bisher keine Lôüsung angegeben worden. 

Es scheint mir jedoch, dass es einen Weg gibt, diese Schwierig- 
keiten zu überwinden. Das Verfahren, das ich jetzt beschreiben 
will, verwendet eine Idee von F. P. Ramsey [1]4 Dieser schlug 
vor, eine gegebene Theorie TC in folgender Weise in einen Satz R 
ohne T-Terme umzuformen. Wenn n verschiedene T-Terme vor- 
kommen, so werden diese überall in TC durch n verschiedene, in 
TC nicht vorkommende Variablen von passenden Typen ersetzt. 
Dann wird der Satz R durch Voranstellung von n Existenzopera- 
toren mit diesen n Variablen gebildet ; die in C vorkommenden 
B-Terme bleiben hierbei unverändert. Ramsey zeigte, dass für 
diesen Satz R folgendes gilt : 


(2) Jeder Satz ohne T-Terme, der aus TC folgt, folgt auch aus R. 


(Die Umkehrung hiervon gilt natürlich auch, da R aus TC folgt.) 
Daher kônnen wir R als eine Darstellung des empirischen Gehaltes, 
oder genauer: des Beobachtungsgehaltes, der Theorie TC auï- 
fassen. Der Satz R besagt, dass es n mathematische Gegenstände 
gibt, die die Postulate TC erfüllen, oder genauer : die zu beobacht- 
baren Vorgängen in den durch C festgelegten Beziehungen stehen 
und die zu einander die in T angegebenen Beziehungen haben. 
Rist somit im Allgemeinen ein faktischer Satz, der durch Beobach- 
tungen nachgeprüft werden kann. 

Ramsey schlug vor, den Existenzsatz R anstelle der Postulate 


1 Diese Schwierigkeiten sind zum Beispiel von Hempel [1] und [2] und 
Bernays [1] besprochen worden. 

2 Zum Beispiel Quine [1] und [2]. 

8 Dieses Verfahren ist ausführlicher erklärt in Carnap [4]. 

4 Die methodologische Bedeutsamkeit des Ramsey-Satzes R ist aus- 
fübrlich besprochen in Hempel [1]. 
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TC zu verwenden und so die T-Terme ganz zu vermeiden. Das hat 
gewisse Vorteile, bringt aber auch Komplikationen mit sich. Daher 
behalte ich die T-Terme bei, aber wähle zum Zweck der Unter- 
scheidung von analytisch und synthetisch andere Postulate. Wir - 
stellen den Satz R als ein P-Postulat auf, d. h. als ein synthetisches 
(z. B. physikalisches) Postulat. Als A-Postulat Ar für die T-Terme 
nehmen wir den Bedingungssatz R 3 TC. Es lässt sich leicht zeigen, 
dass für diesen Satz Ar folgendes gilt : 


(3) a) Die Konjunktion R-Arist L-äquivalent mit TC. 
b) Jeder Satz ohne T-Terme, der aus Ar folgt, ist L-wahr. 


Die Aufstellung von Ar als A-Postulat für die 7-Terme (und 
die in C vorkommenden B-Terme) erscheint im Hinblick auf die 
genannten Ergebnisse berechtigt. Denn erstens besagt dieser Satz, 
der alle T-Terme enthält, zusammen mit dem Satz R, der keine 
T-Terme enthält, ebenso viel wie die Postulate TC, wie (3) a) zeigt. 
Und zweitens macht Ar, wie aus (3) b) hervorgeht, keine faktische 
Aussage über Beobachtbares. Ar besagt nur folgendes : Falls die 
Welt so beschaffen ist, dass es überhaupt n-tupel von mathema- 
. tischen Gegenständen gibt, die TC erfüllen, so sollen die T-Terme 
so verstanden werden, dass die von ihnen bezeichneten Gegen- 
stände ein derartiges n-tupel bilden. 

Bei der ersten Form der Theorie, in der die Sätze von TC als 
Postulate genommen werden, sind die Sätze R und Ar Theoreme. 
Bei der zweiten Form, in der die Sätze R und Ar als Postulate auf- 
treten, sind die Sätze von TC Theoreme. Wir haben hier also zwei 
äquivalente Darstellungen derselben Theorie. 

Die A-Postulate A3 für die B-Terme zusammen mit Ar bilden 
nun die A-Postulate für die Gesamtsprache L. Daher definieren wir : 
D3. Ein Satz S heisst A-wahr in der Sprache L, wenn er aus Ag 
und Ar folgt. 

Ferner wollen wir definieren : 
D4. Ein Satz S heisst P-wahr in der Sprache L, wenn er aus Ap, 
Ar und R folgt. 

Damit haben wir unser Ziel erreicht, nämlich eine Explikation 
des Begriffes der analytischen Sätze für eine Sprache mit theore- 
tischen Termen. 
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Zusammenfassung 


Unter den nichtlogischen Konstanten der Wissenschaftssprache werden 
zwei Arten unterschieden, die Beobachtungsterme (z. B. « blau ») und die 
theoretischen Terme (z. B. « elektrisches Feld »). Die letzteren werden nicht 
durch Definitionen eingeführt, sondern durch Postulate zweier Arten, 
nämlich theoretische Postulate, zum Beispiel Grundgesetze der Physik, und 
Korrespondenzpostulate, die die theoretischen Terme mit Beobachtungs- 
termen verbinden. Wie schon Hilbert gezeigt hat, kônnen in dieser Weise 
sowohl die Mathematik als auch die theoretische Physik als ungedeutete 
Kalküle aufgestellt werden. Es wird hier kurz erklärt, dass durch diesen 
Aufbau auch den mathematischen Termen eine Bedeutung (in einem wei- 
teren Sinne) beïigelegt wird. Die theoretischen Terme erhalten durch die 
Korrespondenzpostulate wenigstens eine unvollständige Deutung. Es wird 
gezeigt, wie die Unterscheidung von analytischen und synthetischen 
Sätzen auch für die theoretische Sprache definiert werden kann. 


Abstract 


Among the non-logical constants of the language of science two kinds 
are distinguished, the observation terms (e.g., « blue ») and the theoretical 
terms (e.g., «electric field »). The latter terms are introduced, not by 
definitions, but by postulates of two kinds, theoretical postulates, e.g., 
basic laws of physics, and correspondence postulates which connect the 
theoretical terms with observation terms. As Hilbert has explained, both 
mathematics and theoretical physics can in this way be constructed in the 
form of uninterpreted calculi. It is here briefly indicated that by this 
method of construction also the mathematical terms have meanings (in a 
wider sense) assigned to them. The theoretical terms obtain at least an 
incomplete interpretation by means of the correspondence postulates. It 
is shown how the distinction between analytic and synthetic sentences can 
be defined also for the theoretical language. 


CALCULUSES AND FORMAL SYSTEMS 


by Haskell B. CURRY, Pennsylvania State University, U.S.A. 


In his recent book! Lorenzen presents a notion of calculus 
which is in some respects more precise than similar notions which 
preceded it. The present paper is a study of this notion and its 
relation to a notion of formal system which I have advocated else- 
where.? The presentation is informal, except that in $ 4 there is 
an explicit theorem about symbolic structure which includes, as a 
special case, the theorem that the Æ£ukasiewicz parenthesis-free 
notation can be interpreted in only one way. 


1. Definition of an L:-caleulus. The basic notion of Lorenzen 
will be called here an L,-calculus. It will be described in terms 
which are not quite literal translations of those which he uses. 

We begin with an alphabet, say €, which is simply a finite set 
of simple symbols, here called letters. A finite string (or sequence) 
of letters will be called a word. Letters and words of & will some- 
times be called €-letters or -words. 

Beside the -letters we need a supply of additional letters 
which we call word-variables. We suppose they constitute a (pos- 
sibly infinite) alphabet Æ. Words in the alphabet & U X will be 
called -formulas. 

Given A, an L,-calculus over € is defined by a set of rules 
each of which is of the form 


(1) ee En 


where the À; are €-formulas, and m > 0. A rule with m = 0 will 
be called an initiation rule ; those with m > 0 are derivation rules. 


1[17], Chapter 1. (Numbers in brackets refer to the Bibliography at 
the end.) Similar notions appear in the work of Post (see [20], [21]). 

2 See [12]. An earlier edition is in [7]. Still earlier editions, using 
slightly different notation are in [10], [8]. 
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If A-words are substituted for the variables in a rule, so that the À; 
become themselves G-words, we say we have an instance of the 
rule. For a rule or rule-instance (1) the À,, ..., À, are called 
the premises, À, the conclusion. The conclusion of an instance of 
an initiation rule will be called an initial word of dt. 

The rules are interpreted as an inductive definition of a class 
of A-words, called the fheses of X (or K-theses). Using the termi- 
nology of Kleene!, this inductive definition is as follows : I. (basic 
step) every initial word of & is a thesis; II. (induction step) if all 
the premises of a rule-instance are J-theses, the conclusion is also 
a -thesis. 

Corresponding to this inductive definition there are various 
techniques for exhibiting a proof that an -word is a df-thesis. 
Lorenzen gives a very explicit one. However, it is not necessary 
to go into this here. 

If € is a finite alphabet (i.e. with only a finite number of letters) 
and the number of rules (1) is finite, the calculus will be said to 
have a finite basis ; otherwise to have an infinite basis. Lorenzen 
considers, at least in the purely logical part of his book, only 
calculuses with a finite basis. From a foundational point of view 
that is the only rational procedure; indeed a calculus with an 
infinite basis can be understood constructively only when it is 
based on some more fundamental one with a finite basis (cf. 
Examples 2 and 5 in $3). Nevertheless, for many purposes, the 
restriction to a finite basis is irrelevant ; since the infinite case can 
be reduced to a finite one, it is admissible as a generalization. 

Lorenzen gives a number of elementary examples of L,-calcu- 
luses. Further examples will be given in $ 3. 

As Lorenzen points out, it is of no consequence what view we 
take as to the objects denoted by the €-letters and -words. ? 
The study of a calculus is, of course, an activity carried out in the 
U-language.* The €-letters are to be taken, to begin with, as 
new symbols to be adjoined to the U-language as nouns; and 
concatenation of these letters is a process of forming further 


1 See [15], pp. 258 "ff. 
? This is also emphasized by Carnap, e.g. in [3], p. 6. 
# This term for the language being used was introduced in [6]. 
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U-nouns. But it is immaterial whether these nouns are to be 
regarded as names of themselves (i.e. as used autonymously), as 
designating other symbols in some suitable object language, or as 
designating objects of some other sort. In the latter two cases the 
objects denoted must have the same degree of definiteness that 
letters do, and the formation of a word from a sequence of letters 
must designate some analogous process among those objects. 
Following Lorenzen (and Hilbert) I shall use these symbols autony- 
mously ; a translation into some other idiom would not cause any 
difficulty. 

On the other hand the variables are symbols which are to be 
used as such in the U-language. They are therefore what I have 
elsewhere called U-variables. 1! As already stated they stand for 
unspecified A-words. Likewise the symbol «+ » is to be regarded 
as belonging to the U-language, and plays the role of a verb. If 
we take «| » as a prefix expressing «is a df-thesis, » then we can 
regard (1) as an abbreviation for 


« If À,, ..., À, are €-words such that 


(2) 
L- À, and + À, and .... and - À, then F À,.» 


Thus (1) is defined terms of the predicate | as in [12] $ 2B5. 


2. Generalizations. The notion of L,-calculus is capable of 
various generalizations. We shall consider some of them here. 

One such generalization was considered by Lorenzen himself. 
Let %, be an L,-calculus in the alphabet A. Then we may form 
a second calculus %, as in $ 1 except that in the rules (1) we allow 
a second type of variables, here called %,;-variables, for which 
arbitrary %,-theses may be substituted. Lorenzen calls these new 
variables object-variables. 

This suggests a further generalization. Suppose we consider 
a set of r + 1 calculuses ,, ,, ..., ,, each of which is a set of 
rules (1). To each d; let there be associated a type of variables 
. called X;-variables and let the rules contain variables of any or all 


1 [12], $ 2C. 
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types. If the «}-» in d; is interpreted as «is a df;-thesis, » and 
the rules are interpreted as in (2), with the understanding that 
arbitrary Œ;-theses can be substituted for the d;-variables, then 
the rules form an inductive definition of all &;-theses simultane- 
ously. We call such a system a composite calculus of rank r. The 
X; are called the component subcalculuses. 

If we admit such composite calculuses, then the notion of word- 
variable becomes superfluous. For if € is the alphabet &,, @&, ..., 
the A-words are precisely the theses in a calculus, X, as follows. 


4; PE PRE 


(3) 
tx + ta; ps 


Here the variable + ranges over the d,-theses. We therefore 
require, as part of the definition of composite calculus of rank r, 
that the only variables which occur are the df;-variables for 
j =0,1,...,r. Thus an L.-calculus over € is a composite cal- 
culus of rank 1 containing no d,-variables and such that df, is of 
the special form (2). 

Special interest attaches to the case r — 0. Such a calculus 
I shall call an L,-calculus. There is only one kind of variable in 
such a calculus ; Lorenzen calls these variables eigenvariables ; in 
the present terminology they are simply &,-variables. They may 
also be called thesis-variables. The calculus with rules (3) is an 
L,-calculus ; the theses are the A-words. 

Most cases of any interest satisfy the following additional 
condition : any d, for s < r contains only &;-variables for j < s; 
in other words the df; for j < s form a composite calculus of rank s. 
Such a calculus is here called graduated. 

It is not necessary that all the X; have the same alphabet € ; 
but there is no loss of generality in assuming that they do, since € 
can be the union of the alphabets of all the &;. 

À composite calculus does not represent the most general 
inductively generated system based upon words of an alphabet. 
It has two peculiarities. In the first place, it defines, essentially, 
a set of r + 1 unary predicates, whereas we may have systems 
defining also relations and predicates of arbitrary degree. In the 


CALCULUSES AND FORMAL SYSTEMS 253 


second place, the restriction that the rules have the form GER 
where the À; are formulas, is quite stringent ; one can conceive of 
rules which determine words or word sequences inductively and 
are not of that character. ! The term « syntactical system » is used 
here for generalizations of that sort. The sole requirement is that 
a proposed proof that a word be a thesis of such and such type, or 
that some specified relation hold between given words, can be 
effectively checked. 

À composite calculus of rank r can always be reduced to an 
L,-calculus. In fact let € be the alphabet of the calculus, and let 4, 


l, ..., be letters distinct from each other and from all the letters 
of €. For each rule (1) of X;, form the rule 
(4) tj Au, fl; A», RES me PE 


and then, for every d;-variable which occurs, say x, add the pre- 
mise {;x The variables can then be taken as word variables; 
if they are so taken the theses of the resulting calculus d, are 
precisely words of the form f;B (j —0, 1, ...,r) where B is a d;- 
thesis. 

This reduction is analogous to the reduction of a formal system 
to a logistic one ?, and has somewhat the same advantages. It can 
be extended 50 as to enable us to formulate relations between words, 
like free occurrences of a variable, in much the same way that 
the t; (and Y;-theses) formulate classes of words. Sometimes it 
is expedient to omit one of the f;, say {,.* However, for many 
purposes the formulation as a composite calculus is more natural. 

The word-variables arising in the above process can of course 
be formulated as an L,-calculus 4, of form (3). But it may happen 
that we can get along with a X, which is less extensive than this. 
It will be convenient to extend the term « L.-calculus » to include 
all calculuses of rank 1 without ,-variables. When the df-theses 
include all words in the alphabet, the calculus will be called 
pantactic ; when the 4,-theses are a proper subclass of these words, 


1 For illustrations of these possibilities see Examples 6 and 7 in $3. 
2 [12], $ 1E2. 

3 See Example 7 in $ 3. 

4 The examples given by Rosenbloom in [21] are actually so formulated. 
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they will be called well-formed words (wefs) 1 and the calculus 
itself eutactic. When a composite calculus is reduced to an 
L,-calculus we use these terms relative to the original alphabet ; 
there is evidently no necessity of including the letters 4, ..., £ 
among the wefs. 


3. Examples. The following examples illustrate some of the 
principles mentioned in $2. In these we use letters «x», «y», 
€ 2z», Qu », «0 », «w » for variables. We attach superscripts, where 
necessary, to indicate the component calculus; thus the super- 
script j indicates that the variable is a d;-variable. Where no 
superscripts occur the variables are understood to be dK,-variables. 
We also attach superscripts to «}- » in order to avoid certain 
possibilities of confusion. 

ExAMPLE 1. The classical propositional algebra is formulated 
in Church [5] as follows : 

Alphäbet: 4); Dm piMpDas. 
%, (propositions) 


F0 Pi» ‘= 1, 2, . 
t, y (y), 
zHI( 2x). 
X, (assertions) 
H1(&2(y232)), 


H1(x2422)2((&23y)2(x22))), 
H((O930%)34%32), 
(@3y), xt y. 

ExAMPLE 2. The formulation of Example 1 had an infinite 
basis. But it is easy (cf. [21]) to get a formulation with a finite 
basis as follows : 

Alphabet: (7) 381 p; di 
, (variables) 
Pope 


z|-1zxa. 


1 This abbreviation is preferred to « wff » because it can be pronounced. 
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X, (propositions) 
ha, 


L'ÉCTENR 
X, (assertions) 


AO (EST) 
F2 (#13 (4132) 3 (137) 3 (& 22), 
(O3 y))23(43%)). 
xl D y}, xl +2 U 
ExamPLe 3. The following reformulation of Example 2 as an 
L.-calculus illustrates the technique at the end of $ 2. 


AIbhabet: (95 np: Vs PT, 
%, as in (3), for alphabet of Example 2. 
1 Up 
Vzi- Vza, 
Vzt- Px, 
Br, Puit PA 20); 
Par (at), 
BE PT EMA» T)), 
Pzx, Py, Pzk T((x2(y22))2((«3y)3(x22))), 
Pz, PykT ((( x) 2 (7 y) 2(y22)), 
T (x2y), Txt- Ty. 
ExAMPLE 4. (Xukasiewicz prefix notation). 
Alphabet : two infinite sequences 
tan 
fs fes far ++. 
Ko FH € 
Lis ces Ty fie + ++ Tnge 


The integer n, associated with f, we call the degree of f,. 
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ExampLe 5. Suppose that in Example 4 there are infinitely 
many e;, and for every positive integer n there are infinitely many 
fx of degree n. Let m, be the number of f; for i £k such that 
n,=n,. Let 8 be an alphabet consisting of the two letters a, b, 
and let € be the alphabet of Example 4. If r is an integer, let a” 
stand for a continuous sequence of r a's. Then we can form a 
translation from € into & as follows 


e; baï 


fe bba'E ba, 


Then it is decidable which &-words are translations of -words, 
and the original -word, when it exists, is uniquely determined. 
The &-words which are translations of theses of Example 4 are 
precisely the d,-theses of the following graduated calculus of rank 2 
on the alphabet & : 


%, (words beginning with b) 
0, 


x 2 xa, 
x | xb. 
X, (atoms) 
+" ba, 
x |--1 xa. 
2 (wefs) 
2", 
x |? bbay'x, 
x, byz |-? by! azx. 


ExAMPLE 6. (Güdel representation.) In Example 5 we have 
in principle translated Example 4 into an alphabet consisting of 
two symbols. A translation into an alphabet with one symbol 
may be obtained by the methods of Güdel. For, if Cis the alphabet 
consisting of one symbol €, the C-words can differ only in the 
number of occurrences of c ; hence they may be identified with the 
positive natural numbers. Using the ordinary arithmetical nota- 
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tions for such numbers, we can translate from the alphabet 4 
(Example 4) into the alphabet © thus : 


1 
te boUe SN priecitlo move 


where m,, n, are as in Example 5. This suggests the following 
rules, in which n = n,, m = m4, p; is the jth prime: 


Ho EH € 
x +0 xc 
Hi H12i +1 Del, 
D Ch NO Di I. EE Den 


This system does not, however, come under our definition of a 
calculus, because the conclusion of the second rule of &, is not a 
@-formula. However, that rule is constructive in the sense that, 
given any ©-words %,, ...,æ,, the conclusion is a (constructively) 
definite ©-word. Thus we have a syntactical system which is not 
a calculus. This system has the property that it is decidable 
whether or not a ©C-word is a d£-thesis ; and if it is a d£-thesis, then 
it corresponds to a unique thesis of Example 4. It could be made 
into a calculus by introducing additional letters, but it would then 
have no advantage over Example 5. 

In the general case there will be infinitely many rules in d.. 
But if the number of letters in € is finite, the number of rules is 
finite also. But in that case simpler representations suffice. If the 
number of letters in € is g, then an d-word can be regarded simply 
as a number in the g-adic system. Again, if there is a finite upper 
bound n to all the n,, we can replace the expansion in terms of a 
prime-power product into one in terms of an enumeration of all 
n-tuples. If such a function is J,, we can replace the rules of cK, by 


TA LU TU, Lee D): 
Ets à Tnt à nil CE Lis .s Tnys Os «+. 0). 
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ExampLe 7. The following formulation of the Church theory of 
i-conversion ! is an illustration of a syntactical system which is not 
a calculus. The alphabet consists of the four letters e, a, *, À. 
The predicates consist of two unary prefixes V, W ; one quaternary 
prefix S, and seven binary infixes L, J, F, F', B, B', =. The 
interpretations of these are as follows, the conditions in paren- 
theses being understood as presuppositions : 


Vx x is a variable, 

Wzx æ is a wef, 

Sxyzu the substitution of y for x in z yields u (Vx, Wy, Wz, Wu), 
xæLy x precedes y in the list of variables (Vx, Vy), 

xæJy  æxand y are distinct variables (Vx, Vy), 

zFy æxis free in y (Vx, Wy), 

xæF'y æis not free in y (Vz, Wy), 

zBy æxis bound in y (Vx, Wy), 

xæB'y æxis not bound in y (Vx, Wy), 

z—=y æis convertible to y (Wzx, Wy). 


The system as here formulated presupposes a pantactic d, as 
in (3). Owing to its complexity, the rules are given names and 
classified, as follows : 


Variables 

Vin ve, 

Vs Vz — Vxa. 
Wefs 

W, Viz— Wrx, 


W, Wz, Wy — W*xy, 
W; Vz, Wy — Wixy. 


? The formulation is essentially that of AK-conversion in [12], but differs 
from it in that substitution is not always defined. The rule (7) is not 
accepted by Church, and he also does not accept W, without the hypothesis 
xzF y. Application is denoted by the *-prefix following Chwistek (see [12], 
p.31). Note that the formal variables are the words in the following list : 
méd'ennors 
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Distinctness of variables 


Vz — x Læxa, 
xzLy—zxLya, 
xzLy—xJy, 
xTIy—yJzx. 


Free variables 


(0) 


Vz—xFax, 

zFy, Wz— xF*yz, 
xzFy, Wz—xF*zy, 
zFy,xJz—xFaAzy, 


Ha TIy= zu, 

Font EF "y, 2F"z—xF"*tyz, 

F'a Vi, Wy—xF'Axy, 

FF, xF'y, Vz—xF'Azy, 
Bound variables 

B, Vz, Wy,— xBaxy, 

B, 2xBy, Wz— xB*yz, 

B, xBy, Wz—zxB*zy, 

Be .tBy, Vz—xBlzy, 

B',, Vz, Vy—xB'y, 

B'; xB'y,xB'z—xB'*yz, 

B'; 2xB'y,xJz—xB'Azy. 
Substitution 

S Vz, Wy — Sxyxy, 

S,  Vx, Vy,xJy, Wu — Sxruyy, 

S3  Sxruvw, Struyz — Sxru*vy*wz, 

Sa Vz, Wu, Wo — Sruixvixv, 

S;  Szuvw, 2J y, y F'u — Srulyvayw 

Sg  Sruvw, x Jy,xF'v — Srulyvayw. 
Conversion 

(eo) Wz—x—=x, 


T—=Y—+y —=ZX, 


2 


9 
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(TT = y y TEA 7, 

Gu) x= y, Wz—+ 2x = *zy, 

9 Ra EN AN ER LA 

(E) Vr, y ="2 > 1ry —At2, 

(a) Vzx, Vy, Sxyuv, y F'u — 1xu = Ayv, 
(B)'" Szuyz — *Axyu = 7, 

(n) Wy,zF'y — AX*yx = y. 


4% Tectonies. We turn now to the study of the interrelations 
of the notion of calculus with the other notion mentioned in the 
introduction, viz. that of formal system. We consider in this 
section a preliminary aspect of this problem. 

A characteristic feature of a formal system is that, instead of 
starting with words or other linguistic entities, we say that we are 
dealing with certain unspecified objects called obs. We postulate 
certain primitive obs or atoms, and certain operations of specified 
degrees ; the obs are then generated from the atoms by these 
operations. By this it is meant that every ob is obtained from 
the atoms by a unique process of construction, such as can be 
exhibited as a genealogical tree ; and different processes of con- 
struction lead to distinct obs. It is not excluded that concrete 
objects (or kinds of objects) be taken for the atoms, and specific 
modes of combinations for the operations, provided that there be 
one and only one construction for every ob; in particular the obs 
may be words in a suitable alphabet. Such a concrete realization 
of a formal system is called a representation ; and the particular 
representation constituted by the names for the obs in the U-lan- 
guage is called a presentation. 

The following question now arises : under what circumstances 
can the obs of a formal system $ be represented in the wefs (1.e. 
theses) of a calculus in such a way that the atoms are the initial 
words and the operations are the applications of the rules? Evi- 
dently a necessary and sufficient condition is that it be decidable 
whether a word in Œ is a wef, and that the derivation of every 
wef in X, when exhibited in tree form, be unique and construct- 
ively obtainable. A calculus having this property will be said to 
be fectonic ; and the name fectonics will designate the subject whose 
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primary concern is this property. This subject is a branch of 
grammatics, and includes investigations relative to dots, paren- 
theses, brackets, etc. 1 

In this section we are concerned with the case where & is an 
L,-calculus 4, with a finite or infinite basis. Sufficient conditions 
are derived that X, betectonic. The principal theorem (Theorem 1) 
includes as a special case (Corollary 1.1) the theorem that the 
Fukasiewicz notation (Example 4) is tectonic ?, and also (Corol- 
laries 1.2-1.3) the more usual notations using parentheses. 

Let , be subject to the following conditions : 

(i) The alphabet © of &, is the union of the two alphabets 
Cid de Handib,=t), D. | 

(Gi) The rules of 4, are of the form 


(5) DS De US 11e 


where n Z 2, each u; is either one of the x; or a letter of ©, and 
every x; occurs at least once among the u,. 

(iü) There has been assigned to all the letters of € and to 
variables the same numerical weight a, and to each letter b; of & 
a weight f;, where a and all B; are rational integers, positive, 
negative, or zero. Then the weight of any word or formula is the 
algebraic sum of the weights of its constituent letters. 

To state further conditions on X, we need two definitions as 
follows : 


DEFINITION 1. À word or formula W has the property P just 
when it has weight a and every proper initial segment of W has 
a weight > a. 


DEFINITION 2. A word W will be said to fit the rule (5) in the 
weak sense just when there exist words W,, ..., W,,, each having 
the property P, such that W is obtained from u, ... u, by substi- 
tuting W,; for x;, i—1,2,...,m. The word W will besaidtofit (5) 
in the strong sense just when, in addition, the W,,..., W,, are wefs. 


1 For grammatics see [12], $ 1D ; [10], $I5. These give references to 
sources. 

2 This theorem is well known; for citations see [21], [7]. The proof 
given in [1] is the model for that given in the text. 
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We now proceed to the statement of the principal theorem of 
this section. This will be preceded by three lemmas, of which the 
first two are such immediate consequences of the definitions that 
no proof is necessary. 


LEemmaA 1. 1fthe word or formula W, having two or more letters, 
has the property P, then it begins with a &-letter and ends with a letter 
of negative weight. 


LemmaA 2. If the word W has property P, and W' is formed 
from W by substituting word(s) having the property P for certain 
variable(s) in W, then W has the property P. 


LEMMA 3. 1f the conclusion of (5) has the property P, and W 
is a C-word, then it is decidable whether W fits the rule in the weak 
sense. If it does, the W,, ..., W,, are uniquely determined. 

Proof. By Lemma 2 the decision is negative for W unless it 
has Property P. We therefore suppose W does have that pro- 
perty. 

By (in > 1. Then, by Lemma 1, u, must be a -letter. If W 
does not begin with the same letter it cannot fit ; if it does we have 
W = U,V,, where U, is u.. 

Suppose now that for p £ n we have found U,, ..., U,, such 
that U,U, ... U, is obtainable by allowable substitutions from 
uu, ... U,, and W is U,U, ... U,V,, where V, may be void. 
If p — n then we have a fit if and only if V, is void. We suppose 
p<n. lfu,,,is a C-letter then W cannot fit unless V, begins with 
Uh415 if it does we take U,,, to be u,,,, V, to be U,,: V,,1, 
and proceed to the next higher value of p. If u,,,is x;, then W 
cannot fit unless V,, has an initial segment, having property P, 
which can be taken as W;. If there is such an initial segment, it is 
unique by Definition 1. Ifx;has occurredamongtheu,,u,, ...,u,, 
then this initial segment must agree with the W; previously deter- 
mined ; if not, we take it as determining W;. If these conditions 
are fulfilled we take U,,, to be W;, V, to be U,,,1 V1, and 
proceed to the next higher value of p. 

If the process continues through p — n we have a fit, otherwise 
not, q.e.d. 
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THEOREM 1. Let %, be an L,-calculus satisfying the conditions 
()-Güi) and in addition the following : 

(iv) Every initial word is an -letter. 

(v) The conclusion of every rule has property P. 

(vi) À C-word W can fit at most one of the rules in the strong sense. 

(vü) 1f the number of rules is infinite, then, given a C-word W, 
there is a constructive process for selecting a finite set of rules such 
that W cannot fit a rule not in the list, even in the weak sense. 

Then, 

(a) Every wef (X,-thesis) has the property P. 

(b) X, is tectonic. 

Proof. The property (a) follows by induction from (iv), (v), 
and Lemma 2. It remains to prove (b). 

If W consists of a single letter, then it must be an initial word, 
For if a wef is obtained by a derivation rule, whose conclusion (by 
(ii)) has more than one letter, the word will also have more than 
one letter. Hence a C-letter is a wef only if it is an €-letter, and 
its unique construction is then a single application of the corres- 
ponding initiation rule. 

Suppose W contains s + 1 letters, and that the tectonic ! pro- 
blem is solvable for all words of length < s. Then W is a wef if 
and only if it is obtained by a derivation rule and hence fits that 
rule in the strong sense. By (vii) we can determine constructively 
a finite number of rules such that the rule in question must be one 
of them. By Lemma 3 we can determine constructively all the 
rules which W fits in the weak sense. For any single case the 
W,,..., W,, are words of length < s, hence by the hypothesis of 
the induction we can determine effectively whether there is a rule 
which W fits in the strong sense. Thus the question of whether W 
is a wef is decidable. 

That the construction is unique then follows by (vi), Lemma 3, 
and the hypothesis of the induction. 


REMARK 1. The condition (vii) is superfluous for calculuses 
with a finite basis. In many cases we have the stronger condition 


1 That is, the problem of determining whether the word is a wef, and if 
so what its construction is. 
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that (vi) holds with respect to a fit in the weak sense, the construc- 
tive process (vii) leading to the unique case or showing that there 
is none. 


REmark 2. Let us examine more closely the conditions under 
which the construction of Lemma 3 may fail. 1) It may happen 
that, for some p 0, U,,, is a C©-letter, but the first letter of 
V, (Vois W) is not U,,,; let us call this disagreement with respect 
to constants. 2) It may happen that a W; is determined but does 
not agree with a previous determination ; evidently this can happen 
only when there is more than one occurrence of x;, and we call it 
disagreement due to multiple variables. 3) It may happen that 
U,,,1 is ti, but V, begins with a letter of weight < a; let us call 
this disagreement due to negative beginning. 4) The only remaining 
possibility ! is that U,,, be x;, V, begins with a letter of weight 
> a, and yet no W,; is defined. Then the weight of the initial 
letter must be > a; for if it were exactly a, that letter would be 
the W;. We can show that this fourth possibility cannot occur if 
all weights are Z — 1. For let the weight of u, ... u, be a + y, 
y 2 1 and let the first letter of V, be v and its weight a + 6, 
ô > 0. Then, since the weight of u, ... u,v is 2a + y + à, that 
of W is a, there must be a decrease of a + y + à > à units beyond v. 
There must be then a first point at which a decrease of Ô units is 
achieved. The segment terminating at that point will define a W.. 

This leads to the following corollaries. 


COROLLARY 1.1. The representation of Æukasiewicz ($ 4, 
Example 4) is tectonic; moreover Property P is both necessary and 
sufficient that a word be a wef. 


Proof. Take € to be e,, &, ..., 8 to be f,, fe, ... with b, as f,. 
Let a — — 1,f, — ny; — 1. Then conditions (i)-(v) are obviously 
fulfilled. Disagreement as to constants (cf. Remark 2) can only 
occur at the beginning ; since (by Lemma 1) every word with pro- 
perty Pisane; or begins with some f,, there will be agreement at 
the beginning with one and only one rule. Thus (vi) and (vii) hold 


! Vh cannot be void unless p = n, since W has property P and U,U, ... U, 
has weight > a. Likewise if p — n, V, must be void if W has property P. 
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in the strong sense (cf. Remark 1). The tectonicness of %, then 
follows by the theorem. Since there are no multiple occurrences 
of variables, no letters of weight < a, and none of weight < —1, 
disagreements of types 2)-4) (Remark 2) are impossible. It follows 
that a W having property P will always fit, in the weak sense, the 
unique rule which begins with the same constant. The reduction 
used in the proof of Theorem 1 will show that this weak fit will also 
be a strong one. Thus P, which is necessary by (a) of Theorem 1, 
is also sufficient, q.e.d. 


CoROLLARY 1.2. Let 8 contain the letters (,), let them be assigned 
the weights + 1, and — 1 respectively, and let all other C-letters be 
assigned the weight 0. Let the conditions (i), (ii), (iv)-(vit) hold. 
Then &, is tectonic. 

This hardly requires proof. It includes however, the di, of 
Example 1 ($ 3) and, indeed, practically all cases where we present 
a formal system using parentheses to indicate grouping. This is 
shown by the following corollary, in which there is a slight exten- 
sion, which is self-explanatory, of the terms « wef » and « tectonic ». 


CoRoLLARY 1.3. Let &, satisfy (i), (iv); and let 8 and the 
assignment of weights be as in Corollary 1.2. Let the rules of 
consist of any number of rules of the forms 


(a) oil (Ditites. + L)e 
(b) D TRE AE TN. TR b.): 
(c) Lila co dat — (0j : 0 2,b;); 
(d) z, y + (by): 


where the b; are all distinct from (,), and from each other in distinct 
rules ; and let there be at most one rule 


(e) Lyy = (y). 


Let wefs be formed from &,-theses by omitting certain external paren- 
theses and certain parentheses in cases (d) and (e) according to the 
principle of association to the left. Then the wefs are tectonic relative 
to the operations of &o. 
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Proof. Let ’, be derived from , by adjoining all rules of the 
form 


(£) Los Lys + + Un + (Lob;1%10j2 SRE bn) » 


where m > 1 and all b;, are letters appearing in (d) or are omitted 
entirely. Then all wefs are ’;-theses or are derived from them 
by omitting external parentheses. Since 4”, has obviously the 
property (v), every wef has the property that it has weight 0, and 
every initial segment of it has weight Z 0. Let W be any word 
having that property. Then W can be expressed in a unique 
manner on the form V,V, ... V,, where each V; has property P; 
in fact, we simply take V, as the minimal segment of W, V, as 
that of the rest of W, etc. Ifq = 1, let W'beW;ïifqg > 1, let W' 
be (W). Then W is a wef if and only if W' is a 4,/-thesis. 

Now ’, satisfies the conditions (i), (ii), (ii), (iv), (v). It also 
satisfies (vi) in the strong sense of Remark 1. In fact W' can fit 
one of the rules (a)-(f), even in the weak sense, only if W has the 
proper g! and has the proper b; in the proper places. This is pos- 
sible in only one way. Hence df, is tectonic by the same reason- 
ing as in Corollary 1.2. But an application of {f) can be analysed 
in one and only one way into a series of applications of {d), (e). 
This completes the proof. 

Various generalizations would be possible allowing more 
than one kind of parentheses, superfluous parentheses, certain 
omissions in cases (a), (b), additional cases similar to (a), (b), 
ep ett: 

Although Theorem 1 covers several interesting cases, yet it does 
not exhaust the possibilities of a tectonic notation. It may happen, 
e.g., that we assign weights which depend on presence of other 
letters. Various notations involving dots have also a tectonic 
character ; yet they hardly come under Theorem 1. Furthermore, 
in Example 6 we have a representation of a formal system in 
a system of notation which is evidently tectonic, but is not a cal- 
culus. 


1 In the case where W' is W, q refers " the word obtained by removing 
outside parentheses from W. 
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5. Interrelations of formal systems and caleuluses. We shall 
now discuss the question mentioned at the beginning of $ 4 from 
a more general standpoint. 

By Corollary 1.1 the calculus of Example 4 is tectonic; if the e, 
are taken as the atoms and the f, as the operations of a formal 
system 5, then $ is represented in Example 4.1 So represented, 
S is by definition a syntactical system. Two conditions are neces- 
sary in order that this system be an L.,-calculus: fa) that the 
formal system be logistic, and {b) that the rules be such that the 
conditions of $ 1 are satisfied in the representation. 

As for condition (a) it is known (see [12] $ 1E2) that any formal 
system can be reduced to a logistic one with one auxiliary category. 
The auxiliary category is a new unary predicate which can itself 
be eliminated by a technique analogous to that at the close of $ 2 
(cf. Example 3). There is therefore no difficulty about condi- 
tion (a). 

Let us call a formal system $ elementary just when its deductive 
rules are of the form 


(6) SSL Me TR 


where each S,; is an elementary statement of the extension of $ 
formed by adjoining certain indeterminates %,,...,2%, to the 
atoms, the rule instances being obtained by specifying the x; to be 
specific obs. The above transformations will carry such rules over 
into rules satisfying the conditions of $ 1. This takes care of con- 
dition (b). 

It follows that an arbitrary formal system can be represented 
as a syntactical system ; it can further be reduced to an L,-calculus 
if it is elementary. 

We now consider the converse relation. Suppose we have given 
an L,-calculus ,, #. We have to find a formal system S which 
is, in a sense to be explained, equivalent to it. 


1 This is on the supposition that S is completely formal in the sense that 
its morphology has the character stated in [12], p. 32. Only such formal 
systems are considered in this paper. However we do not, without explicit 
mention, impose restrictions on the deductive rules beyond the requirement 
of constructiveness. Any vagueness on that point in [12] is irrelevant. 
Cf. the notion of elementary formal system to be presently defined. 
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If X, is tectonic, and if each of the À; in the rules of , can be 
constructed from the initial words and the variables by means of 
the operations of #,—i.e., if the A; become d,-theses when the x; 
are added to the initial words, then the translation of the calculus 
into a formal system is immediate. In fact the calculus is by 
definition an elementary formal system represented in the ,-theses. 
This is the case in practically all cases actually used in ordinary 
logic and mathematics, provided one takes for 4, the eutactic cal- 
culus defining the « formulas », « wefs », or what not. 

In general, however, this will not be the case. The À; are, in 
fact, arbitrary strings of €-letters and variables; and it is not 
always possible to form them from the €-letters and variables by 
the operations of ,. Thus, if X, is the pantactic calculus (3) 
formed on a, b, then the operations of di, are postfixing a and post- 
fixing b; and it is not possible to form the €-formula ax from a, 
b, x, by these operations. It is therefore necessary to take account 
of the fact that the -formulas are formed from €-words (or 
€-letters) and variables by the general operation of word formation, 
which we call concatenation. 

If X, is a pantactic system (3), then the concatenation operation 
can be defined by a recursive process. In order to avoid confusion 
with the operations of ,, we denote concatenation by theinfix «A». 
Let X”, be the calculus formed by adjoining to 4, the rule 


(?) ty (œAy). 


With any d,/-thesis A’ we associate the ,-thesis À, called the 
definiens of A’, which is obtained by omitting the letters (,), À. 
This can be obtained by a series of replacements of occurrences of 
a left side of one of the schemes 


(TA &;) — Ta;, 
(8) 
(CA GA a;)) = (&Ay) ai, 
by an occurrence of the corresponding right side. Now let us 


interpret a rule (1) of X, in the following fashion. We regard A, 
.., À} as formed from df,-theses and variables by concatenation ; 
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if arbitrary &,-theses are substituted for the variables these become 
certain theses of Æ’,; then (1) says that if the definientia of 4,, 
-.., À, are X,-theses, then the definiens of À, is a ,-thesis. The 
so modified rules have the same effect as the original &,-rules no 
matter how the concatenation operations are associated. Choosing, 
for definiteness, the convention that the maximal constant segments 
in the À; be taken as d,-theses, and that concatenation between 
these elements and variables is associative to the left, the rules can 
be interpreted as deductive rules in a logistic formal system $ in 
which the d,-theses are obs and «is a df,-thesis » is the unary 
predicate. The rules however, are not elementary. The system 
is related to an elementary system much as Example 6 is related 
to a calculus. 

To get an elementary system we must take concatenation as 
one of the operations of the system and formalize its associativity. 
Still assuming that df, is (3), we proceed as follows.1 Since the 
operations of X, can be taken as special cases of concatenation, we 
omit them ; we can then omit the symbol for concatenation. We 
take in the place of X, the calculus X,/, on the alphabet formed by 
adding parentheses to @, with the rules: 


(9) Cd, 
x, y + (ay). 


Inasmuch as d”, is tectonic (Corollary 1.3), we can take its theses 
as obs. Moreover we can adopt the usual conventions for omission 
of superfluous parentheses ; viz. the rule of association to the left, 
and that allowing the omission of the outermost parentheses. 
With this understanding the df,-theses are included among the 
X",-theses. Let the df,-thesis À which is obtained from a ”,-thesis 
A” by omission of parentheses be called the definiens of A”. We 
take as primitive predicates a unary one, designated by prefixed 
«| », and a binary one, designated by infixed « — »; we suppose 
that neither of these symbols oceurs in the alphabet of Æ, or Xi. 
The interpretations of these predicates are «has a d,-thesis as 


1 Cf. [14], [22], [24], [25]. 
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definiens » and «has the same definiens as». According to the 
convention for omitting parentheses, the rules of , can be inter- 
preted as deductive rules for +. We adopt them as such; 
and also the following (where the variables range over the obs 
%X,-theses) ; 
Lt 
A(U2) = y 
LV EYE TEE, 

Ty + 2L 21, 

X = y —> AZ = YZ, 

pe Jr Did 

TL = y EL» y: 


We then have an elementary formal system for which the inter- 
pretation above given is valid. 

The restriction to a pantactic X,, made in the last two reduc- 
tions, is no loss of generality ; because the reduction of $ 2 leads 
to that eventuality, the case of a eutactic K, being merely an 
alternative possibility. Thus, given any L,-calculus (%,, ,), we 
can find a logistic formal system, in general non-elementary, whose 
obs are the %,-theses and whose assertions are the &,-theses ; and 
an elementary formal system, with assertions and formalized equa- 
lity, whose obs are the constructions (by concatenation) of the 
,-theses, whose assertions are constructions of the X,-theses, and 
such that two constructions of the same %,-thesis are equal. The 
first of these transformations goes through even for a syntactical 
system which is not a calculus. 


5. Concluding remarks. The following are suggested by the 
foregoing discussion. 

(a) Calculuses and formal systems are alike in that they are 
inductively generated systems concerned with unspecified objects. 
Neither notion commits one to the view that logic and mathe- 
matics have symbolism as their main subject matter. On the 
other hand both notions are equally compatible with that view. 

(b) The two notions differ in the way their objects are gener- 
ated. In a syntactical system the objects are generated by an 
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associative operation of concatenation, and this associativity has 
to be observed by inspection. In a formal system the obs are 
generated by operations whose properties are postulated explicitly. 
In this respect the notion of formal system is the more rigorous 
concept of the two; but, since the notions are intertranslatable, 
this difference in rigor is of little consequence. 

(c) The notion of formal system puts less emphasis on lin- 
guistic accidents. Thus, if we were to translate Example 1 into 
the notation of Eukasiewicz, the two systems, as calculuses, 
would be quite different ; from the standpoint of formal systems, 
however, one would regard these as merely different presentations 
of the same formal system. Thus the notion of formal system 
agrees with the tendency in mathematics to seek intrinsic, inva- 
riant formulations, such as vectors, projective geometries, topo- 
logical spaces, etc. 

(d) The difficulties in the translation from a calculus to a 
formal system in $ 5 do not arise in the systems of ordinary logic 
and mathematics. These systems accommodate themselves rather 
naturally to the notion of formal system ; they are brought under 
the concept of calculus only with some forcing. 
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Abstract 


Lorenzen, in his book Einführung in die operative Logik und Mathematik 
has given a relatively precise form of syntactical system which he calls a 
calculus. The present paper deals with the relationship of Lorenzen’s 
notion of calculus with the notion of formal system (as explained, for 
example, in Outlines of a formalist philosophy of Mathematics, Amsterdam, 
1951). It is shown that the obs of a formal system can be represented as the 
theses of a calculus of a certain type just when the calculus has a property 
called the tectonic property, and conditions are given under which one 
form of system can be transformed into the other. 


Zusammenfassung 


Lorenzen hat in seinem Buch, Einführung in die operative Logik und 
Mathematik, eine ziemlich genaue Auffassung eines syntaktischen Systems 
angegeben, die er Kalkül nennt. Die vorliegende Abhandlung betrifft die 
Verwandtschaîft dieses Lorenzenschen Begriffs mit dem eines formalen 
Systems (wie z. B. in Outlines of a formalist philosophy of mathematics, 
Amsterdam, 1951, angegeben). Es wird bewiesen, dass die « Obs » eines 
formalen Systems sich als die Thesen eines passenden Kalküls genau dann 
repräsentieren lassen, wenn dieser Kalkül eine gewisse Eigenschaîft, die 
«tectonic property» heisst, besitzt ; die Bedingungen für die Überführung 
einer Art von System in die andere werden aufgezeigt. 


Résumé 


Lorenzen, dans son livre Einführung in die operative Logik und Mathe- 
matik, a exposé une forme assez précise de système syntaxique qu’il a 
appelée un calcul. L’article actuel traite les relations entre cette idée et celle 
d’un système formel (comme elle a été exposée, par exemple, dans Outlines 
of a formalist philosophy of mathematics, Amsterdam, 1951). L’auteur 
démontre que les « obs » d’un système formel peuvent se représenter comme 
les thèses d’un calcul d’une certaine espèce justement quand le calcul a une 
propriété que l’on appelle « the tectonic property »; et il énonce des condi- 
tions pour qu’un type de système soit transformable en l’autre. 


PAUL BERNAYS 
UND DIE BEGRÜNDUNG DER MENGENLEHRE 


von Abraham A. FRAENKEL, Jerusalem 


Wenn von Bernays in Verbindung mit der Begründung der 
Mengenlehre die Rede ist, so denkt man natürlich zunächst, und 
mit Recht, an die monumentale Serie von sieben Aufsätzen, die im 
Journal of Symbolic Logic unter dem Titel À system of axiomatic 
set theory von 1937 bis 1954 erschienen ist. In der Tat ist dies die 
umfassendste überhaupt existierende Untersuchung zum Gegen- 
stand der axiomatischen Mengenlehre. Überdies diente sie, mit 
relativ geringfügigen Modifikationen, als Basis einerseits für Güdels 
entscheidenden Beitrag von 1940 zum Kontinuumproblem, anderer- 
seits für wichtige Unabhängigkeitsuntersuchungen von Mostowski 
und anderen Forschern. 

Hier soll nicht etwa vom Jnhalt dieser Aufsatzserie die Rede 
sein !, sondern nur versucht werden, ihre Rolle im Rahmen der 
Geschichte der Axiomatisierung der Mengenlehre zu analysieren. 

Im Anfang der dreissiger Jahre, als Bernays das Gerüst zu 
seiner Axiomatisierung aufzurichten begann, lagen zwei scheinbar 
ganz verschiedene Systeme einer axiomatischen Mengenlehre vor. 
Auf der einen Seite die auch heute noch klassische Begründung 
Zermelos von 1908, die mit den ihr im Anfang der zwanziger Jahre 
gegebenen Verbesserungen und Erweiterungen einen gewissen Ab- 
schluss erreicht hatte ; auf der anderen Seite die mit neuen Ideen 
und einem gewaltigen technischen Apparat in den Jahren 1925-1929 
durch von Neumann geschaffene Begründung, die keiner Erweite- 
rung bedürftig (oder auch fähig) war. 

Die Stärke von Zermelos System liegt darin, dass hier eine 
kleine Zahl (7—8) von äusserst plausibeln Postulaten, die — abge- 


* Vgl. hierfür Chapter II des noch im Laufe dieses Jahres (1958) erschei- 
nenden Buches : A. A. FRAENKEL and YŸ. BAR-HiLLEL, Foundations of Set 
Theory, North-Holland Publishing Co., Amsterdam. 
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sehen vom Auswahlpostulat — einfachsten Prozessen und Voraus- 
setzungen der naiven Mengenlehre Cantors (und Dedekinds) ent- 
sprechen, sich als hinreichend zur Sicherung aller klassischen 
Resultate der abstrakten Mengenlehre erweist, während die be- 
kannten Typen von Antinomien im System nachweislich nicht 
erzeugt werden kônnen. Als überdies dann dem Aussonderungs- 
postulat, das heisst dem Prozess der Erzeugung von Teilmengen der 
schon gesicherten Mengen durch « Komprehension », einwandfreie 
Formen gegeben wurden und Zermelos Mengenbereich durch das 
Ersetzungspostulat eine überaus weitgehende Ausdehnung erfuhr, 
blieb nur noch ein sozusagen « ästhetisches » Bedenken übrig : die 
Frage, warum zwecks Vermeidung der Antinomien gerade die vor- 
liegende Umgrenzung des Bereichs und nicht eine andere (exten- 
sivere) gewählt wurde. 

Gerade dieses Desideratum wurde durch von Neumann ausge- 
füllt auf Grund seiner kühnen Idee, wonach die allzu umfassenden, 
«uferlosen » Mengen nicht an sich, das heisst vermôüge der An- 
nahme ïihrer Existenz, zu den Antinomien führen, sondern nur 
_ vermôüge des Operierens mit ihnen ; im besonderen, vermôge ihrer 
Verwendung als Elemente von Mengen. Demgemäss werden hier 
zwei Arten von Objekten unterschieden : erstens die eigentlichen 
Mengen, mit denen in herkômmlicher Art operiert werden darf, 
und zweitens (in Bernays’ Terminologie) die « Klassen », denen die 
Eigenschaft als Element zu dienen versagt wird. Insbesondere 
ergibt sich, dass diese Klassen genau mit denjenigen Bereichen 
zusammenfallen, die im naiven Sinn auf den Universalbereich 
« abbildbar » sind, wie die Klasse aller Mächtigkeiten oder aller 
Mengen. 

Die maximale Ausdehnung bis gerade zur Grenze des Wider- 
spruchslosen ist aber bei von Neumann teuer erkauft. Der Mengen- 
begriff wird überhaupt ausgeschaltet und durch einen sich kompli- 
ziert auswirkenden Funktionsbegriff ersetzt (prinzipiell sind freilich 
die Begriffe von Funktion und Menge nicht wesentlich verschieden) ; 
die Zahl der Axiome wird auf ein Vielfaches vermehrt; speziell 
erscheint unter den Axiomen ein überaus weitgehendes und um- 
fassendes (IV, 2), das nicht nur Komprehension und Ersetzung 
gleichzeitig enthält, sondern das neben solchen «konstruktiven » 
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Prozessen auch den existentialen Prozess der Auswahl gleichsam 
einschmuggelt. Auch nach einigen wesentlichen Vereinfachungen, 
namentlich der von R. M. Robinson angegebenen, blieb von 
Neumanns Axiomatisierung ein zwar imposanter, aber auch be- 
schwerlicher Fortschritt. 

Hier griff nun Bernays mit kühner und glücklicher Hand ein, 
die Vorteile beider Methoden vereinend und verschmelzend. Das 
Vordringen bis zur äussersten môglichen Grenze wird beibehalten. 
Indes verzichtet Bernays auf die (psychologischen und mathema- 
tischen) Komplikationen des Funktionsbegriffs und nähert sich der 
Konzeption Zermelos, das heisst letzten Endes Cantors, insofern 
an, als der « Mengen »begriff als Grundbegriff beibehalten und 
durch einen gleichfalls undefinierten «Klassen »begriff ergänzt 
wird. Ebenso wird von Neumanns überstarkes Axiom ausge- 
schaltet, so dass die Prozesse der Komprehension (absolut ge- 
nommen, nicht bloss aus schon gesicherten Mengen oder Klassen), 
der Ersetzung und der Auswahl axiomatisch gesondert eingeführt 
werden. Im Gegensatz zu Zermelo und seinen Nachfolgern er- 
scheint hier aber die Komprehension nicht auf einen allgemeinen 
Prädikatbegriff gegründet, das heisst nicht als ein Axiomsschema, 
sondern sie wird Schritt für Schritt aus einer Folge von einfachen 
Axiomen gewonnen. Überdies wird das restriktive Axiom, auch 
«Axiom der Fundierung » genannt, in vollem Umfang herange- 
zogen und zu wichtigen Folgerungen ausgenutzt ; es erschien freilich 
schon bei von Neumann, aber nicht als organischer Bestandteil 
seines Systems. (Letzten Endes geht es auf die von Mirimanoff ent- 
deckten «ensembles extraordinaires » zurück.) 

Die Bedeutung von Bernays’ Aufsatzserie ist natürlich mit 
solchen grundsätzlichen Neuerungen auch nicht annähernd er- 
schôpît. Viele Mathematiker môgen ihren wertvollsten Gehalt viel- 
mehr in der tiefschürfenden Kleinarbeit erblicken. In dieser 
Richtung seien nur erwähnt : die Ableitung der Hauptresultate der 
Mengenlehre und der Grundtatsachen der Arithmetik und der 
Analysis aus dem Axiomensystem, unter jeweils sorgsamer Be- 
zeichnung derjenigen Axiome, die für den betreffenden Zweck 
erforderlich sind ; die logische Vergleichung zwischen verschiedenen 
(historisch vorliegenden oder von Bernays neu gegebenen) Formu- 
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lierungen des «nämlichen » Axioms ; tiefliegende Unabhängigkeits- 
beweise. Die Untersuchungen der ersten Art geben auch eine 
endgültige und wohldefinierte Antwort auf gewisse durch viele 
Jahrzehnte sich hinziehende Kontroversen darüber, welcher von 
verschiedenen Beweisen klassischer Sätze — zum Beispiel des Âqui- 
valenzsatzes oder des Wohlordnungssatzes — der « einfachere » ist. 


Es ist bemerkenswert, und charakteristisch für die Forscher- 
persônlichkeit von Bernays im allgemeinen, dass er zur nämlichen 
Zeit, als er dieses grandiose logisch-mathematische System der 
axiomatischen Mengenlehre ausarbeïtete, zu wesentlich demselben 
Problem eine (kurze und auf die Grundgedanken sich beschrän- 
kende) Stellungnahme formulierte !, die in ganz anderer, nämlich 
erkenntnistheoretisch-epistemologischer Richtung verläuft. Im 
Vordergrund steht hier die in der neueren Mathematik in steigendem 
Mass, wenn auch meist implizit, fühlbar werdende Alternative 
zwischen platonischem Realismus, intuitionistischer Konstruktivi- 
tätsforderung und Formalismus etwa in Currys Sinn?, vielfach 
ergänzt durch ein Abzählbarkeitspostulat. Die (grossenteils gefühls- 
mässige) Abneïigung, die viele Mathematiker gegen die zwei letzt- 
genannten Richtungen haben, braucht hier nicht näher begründet 
zu werden. Freilich scheinen die logischen Antinomien, zum 
Beispiel die von Russell, einen vollen realistischen Standpunkt 
unhaltbar zu machen; immerhin behauptet Bernays (wohl mit 
einiger Übertreibung), « que le platonisme règne aujourd’hui dans 
la mathématique ». 

In dem eben erwähnten Aufsatz schlägt nun aber Bernays eine 
Position vor, die er gemässigten Platonismus nennt und die neuer- 
dings vielfach — so zum Beispiel von McNaughton, loco citato — 


1 In einer Vortragsreihe in Genève 1934, an der auch der Schreiber dieser 
Zeilen teilnahm. Siehe P. BErRNAys, Sur le platonisme dans les mathéma- 
tiques, in L'enseignement mathématique, Bd. 34, 52—69 (vgl. auch S. 70—93), 
1935. Vgl. hierzu R. McNaAuGxToN, Conceptual schemes in set theory, in 
The Philosophical Review, Vol. 66, 66—80, 1957 ; auch Philosophy of Science, 
Vol. 21, 44—53, 1954. 

2H. B. Curry, Outlines of a formalist philosophy of mathematics ; 
Amsterdam 1951. 

8 Vgl. auch K. Gôpez, What is Cantor’s continuum problem ? in American 
Mathematical Monthly, Vol. 54, 515—525, 1947. 
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als Konzeptualismus bezeichnet wird, weil hier mathematische 
Sätze verstanden und gerechtfertigt werden in bezug auf einen 
gewissen Bereich mathematischer Objekte, die nicht a priori exi- 
stieren, sondern das Produkt mathematischer Tätigkeit darstellen. 
In Bernays’ eigenen Worten: wir haben hier einen « platonisme 
restreint qui ne prétend pas être plus qu’une projection idéale 
(pour ainsi dire) d’un domaine de la pensée ». Wie dies zu verstehen 
ist, erhellt aus dem Prozess, den Bernays « quasi-kombinatorisch » 
nennt und dessen Natur hinlänglich durch das folgende, innerhalb 
der Mengenlehre grundsätzlich wichtige Beispiel illustriert wird. 

Ist E—{«, &, ..., a, } eine endliche Menge, so kann jede Teil- 
menge E, von E charakterisiert werden als eine gewisse Belegung ! 
von E mit einer Menge von zwei Elementen : {ja, nein} oder {1,0}; 
es wird nämlich den Elementen von E, der Wert 1, den Elementen 
der Komplementärmenge E—E, der Wert 0 zugeordnet gedacht. 
Demgemäss besitzt E genau 27 Teilmengen, E selbst und die leere 
Menge eingeschlossen ; dies ist der triviale « kombinatorische » Fall 
des sogenannten Satzes von Cantor, der das nämliche für eine 
beliebige transfinite Mächtigkeit an Stelle der endlichen Zahl n 
behauptet und demgemäss einer abzählbar unendlichen Menge eine 
Menge von Teilmengen zuteilt, die die Mächtigkeit des Kontinuums 
besitzt. Von diesem kombinatorischen Prozess geht Bernays zu 
einem « quasi-kombinatorischen » Prozess über, der eine beliebige 
Teilmenge einer transfiniten Menge T ebenfalls als eine «will- 
kürliche » Belegung von T mit {1, 0} auffasst. Hiermit sind (zum 
mindesten) diejenigen Teilmengen gesichert, die vermôüge der 
Axiome der Aussonderung und der Auswahl von Zermelo exi- 
stieren, und gleichzeitig wird Poincarés Bedenken gegen eine « nicht- 
prädikative » Mengenbildung zwar nicht entkräftet, aber gleichsam 
umgangen. 

Natürlich kann nicht behauptet werden, dass jede solche Teil- 
menge « konstruiert » werden kann ; wenn das Auswahlaxiom von 
den übrigen Axiomen unabhängig ist — was wohl niemand bezwei- 
felt, obwohl es trotz erheblicher Fortschritte während der Jahre 
1922 — 1957 noch nicht im vollen Sinne bewiesen ist — trifft sogar 


1 Dies ist Cantors ursprünglicher Ausdruck. 
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das Gegenteil, nämlich die Nichtkonstruierbarkeit, für gewisse Teil- 
mengen zu. Die alte Frage « Erfindet der Mathematiker seine Be- 
griffe und Sätze, oder entdeckt er sie?» wird durch die quasi- 
kombinatorische Auffassung in weitem Ausmass im letzteren Sinn 
entschieden. Das ist ihr «platonistischer » Bestandteil, und es zeugt 
von der Vielseitigkeit und der undogmatischen Freiheit des Mathe- 
matikers und Philosophen Bernays, dass er zur gleichen Zeit seine 
rein formale Axiomatik aufbaute und diesen gemässigten Plato- 
nismus befürwortete, ohne im absoluten Sinn einen Widerspruch 
zwischen beiden zu erblicken. 

Schliesslich sei bemerkt, dass in dieser Note Bernays’ neues, 
demnächst erscheinendes Buch Axiomatic Set Theory nicht mehr 
behandelt werden konnte. 


ÜBER EINE BISHER NOCH NICHT BENÜTZTE 
ERWEITERUNG DES FINITEN STANDPUNKTES 


von Kurt GôDEL, Princeton 


P. Bernays hat wiederholt darauf hingewiesen !, dass angesichts 
der Tatsache der Unbeweisbarkeit der Widerspruchsfreiheit eines 
Systems mit geringeren Beweismitteln als denen des Systems selbst 
eine Überschreitung des Rahmens der im Hilbertschen Sinn finiten 
Mathematik nôtig ist, um die Widerspruchsfreiheit der klassischen 
Mathematik, ja sogar um die der klassischen Zahlentheorie zu 
beweisen. Da die finite Mathematik als die der anschaulichen Evi- 
denz definiert ist?, so bedeutet das (wie auch von Bernays in L’en- 
seignement mathématique, 34 (1935), p. 62 und 69, explizit formuliert 
wurde), dass man für den Widerspruchsfreiheitshbeweis der Zahlen- 
theorie gewisse abstrakte Begriffe braucht. Dabei sind unter ab- 
strakten (oder nichtanschaulichen) Begriffen solche zu verstehen, 
die wesentlich von zweiter oder hôherer Stufe sind, das heisst, die 
nicht Eigenschaften oder Relationen konkreter Objekte (z. B. von 
Zeichenkombinationen) beinhalten, sondern sich auf Denkgebilde 
(z. B. Beweise, sinnvolle Aussagen usw.) beziehen, wobeïi in den 
Beweisen Einsichten über die letzteren gebraucht werden, die sich 
nicht aus den kombinatorischen (raumzeitlichen) Eigenschaften 
der sie darstellenden Zeichenkombinationen, sondern nur aus deren 
Sinn ergeben. 

Obwohl in Ermanglung eines präzisen Begriffs der anschau- 
lichen, beziehungsweïise abstrakten, Evidenz ein strenger Beweis 
für die Bernayssche Feststellung nicht vorliegt, so kann doch über 
ihre Richtigkeit praktisch kein Zweifel bestehen, insbesondere seit 
dem Gentzenschen Beweis für die Formalisierbarkeit aller Rekur- 


? Vgl. z. B.: Entretiens de Zurich (herausg. von F. Gonserx, 1941), 
p. 144, 147 ; ferner : HiLBERT-BERNAYS, Grundlagen der Mathematik, Bd. 2 
(1939), $5; und: Rev. Internat. Phil. Nr. 27-28 (1954), Fasc. 1-2, p. 2. 
? Vgl. die Hilbertsche Formulierung in Math. Ann. 95 (1925), p. 171-173. 
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sionen nach Ordinalzahlen <e, in der Zahlentheorie. Denn die 
Gültigkeit des Rekursionsschlusses für & kann sicher nicht un- 
mittelbar anschaulich gemacht werden, wie das zum Beispiel bei 
«? môglich ist. Das heisst genauer, man kann die verschiedenen 
strukturellen Môglichkeiten, die für absteigende Folgen bestehen, 
nicht mehr übersehen und hat daher keine anschauliche Erkenntnis 
von der Notwendigkeit des Abbrechens jeder solchen Folge. Ins- 
besondere kann durch schrittweises Übergehen von kleineren zu 
grôsseren Ordinalzahlen eine solche anschauliche Erkenntnis nicht 
realisiert werden, sondern bloss eine abstrakte Erkenntnis mit 
Hilfe von Begriffen hôüherer Stufe. Das letztere wird durch den 
abstrakten Begriff der «Erreichbarkeit!» geleistet, welcher durch 
die inhaltliche Beweisbarkeit der Gültigkeïit einer gewissen Schluss- 
weise definiert ist. Auch ist es im Rahmen der für uns anschaulichen 
Mathematik nicht môglich, den Induktionsschluss nach einer hin- 
reichend grossen Ordinalzahl auf eine Kette anderer Einsichten 
zurückzuführen. Vielmehr führt jeder Versuch, das zu tun, zu 
Induktionen von im wesentlichen derselben Ordnung. Ob die Not- 
wendigkeit abstrakter Begriffe bloss durch die praktische Un- 
môglichkeit, kombinatorisch allzu komplizierte Verhältnisse an- 
schaulich vorzustellen ?, bedingt ist oder prinzipielle Gründe hat, 


1 W. Ackermann erklärt zwar in Math. Zeits., Bd. 53, p. 407, dass 
«erreichbar » einen anschaulichen Sinn habe, wenn Beweisbarkeit als for- 
male Beweisbarkeit nach gewissen Regeln verstanden wird. Aber darauf ist 
zu erwidern, dass aus dieser anschaulichen Tatsache die Gültigkeit des 
Schlusses durch transfinite Induktion für eine vorgelegte Eigenschaît nur 
mit Hilfe abstrakter Begriffe (oder mit Hilfe transfiniter Induktion in der 
Metamathematik) folgt. Allerdings ist der Begriff « erreichbar », zumindest 
für Induktionen bis «&, durch schwächere abstrakte Begriffe ersetzbar 
(vgl. HILBERT-BERNAYS, Grundlagen der Mathematik, Bd. 2). 

2 Man beachte, dass eine adäquate beweistheoretische Charakterisierung 
einer durch Absehen von dieser Schranke idealisierten anschaulichen 
Evidenz Schlussweisen enthalten wird, die für uns nicht anschaulich sind 
und die sehr wohl eine Reduktion des induktiven Schlusses auf den einer 
wesentlich kleineren Ordnung gestatten künnten. Eine andere Môglichkeït, 
den ursprünglichen finiten Standpunkt zu erweitern, für die dasselbe gilt, 
besteht darin, dass man abstrakte Begriffe, die auf nichts anderes als auf 
finite Begriffe und Gegenstände, und zwar in kombinatorisch finiter Weise, 
Bezug nehmen, mit zur finiten Mathematik rechnet und diesen Prozess 
iteriert. Solche Begriffe sind zum Beispiel diejenigen, welche in der Reflexion 
auf den Inhalt schon konstruierter finiter Formalismen involviert sind. Ein 
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lässt sich nicht ohne weiteres entscheiden. Im zweiten Fall müsste 
nach Präzisierung der fraglichen Begriffe ein strenger Beweis für 
das Bestehen jener Notwendigkeit môglich sein. 

Jedenfalls lehrt die Bernayssche Bemerkung, zwei Bestandteile 
in der finiten Einstellung unterscheiden, nämlich erstens das kon- 
struktive Element, welches darin besteht, dass von mathematischen 
Objekten nur insoweit die Rede sein darf, als man sie aufweisen 
oder durch Konstruktion tatsächlich herstellen kann ; zweitens das 
spezifisch finitistische Element, welches darüber hinaus fordert, 
dass die Objekte, über welche man Aussagen macht, mit welchen 
die Konstruktionen ausgeführt werden und welche man durch sie 
erhält, « anschaulich » sind, das heisst letzten Endes raum-zeitliche 
Anordnungen von Elementen, deren Beschaffenheit abgesehen von 
Gleichheit und Verschiedenheit irrelevant ist. (Im Gegensatz dazu 
sind jene Objekte in der intuitionistischen Logik sinnvolle Aus- 
sagen und Beweise.) 

Es ist die zweite Forderung, welche fallen gelassen werden muss. 
Dieser Tatsache wurde bisher dadurch Rechnung getragen, dass 
man Teile der intuitionistischen Logik und Ordinalzahltheorie zur 
finiten Mathematik adjungierte. Im folgenden wird gezeigt, dass 
man statt dessen für den Widerspruchsfreiheitsbeweis der Zahlen- 
theorie auch den Begriff der berechenbaren Funktion endlichen 
Typs über den natürlichen Zahlen und gewisse sehr elementare 
Konstruktionsprinzipien für solche Funktionen verwenden kann. 
Dabei wird der Begriff « berechenbare Funktion vom Typus f{» 
folgendermassen erklärt : 1. Die berechenbaren Funktionen vom 
Typus 0 sind die natürlichen Zahlen. 2. Wenn die Begriffe « bere- 
chenbare Funktion vom Typus {, », « berechenbare Funktion vom 
Typus 4», ... «berechenbare Funktion vom Typus f,» (wobei 
k Z 1) bereits definiert sind, so wird eine berechenbare Funktion 
vom Typus (4, 4, ... fx) definiert als eine immer ausführbare (und 
als solche konstruktiv erkennbare) Operation, welche jedem k-tupel 


dieser Idee entsprechender Formalismus wurde von G. Kreisel aufgestellt. Vgl. 
seinen Vortrag auf dem Internationalen Mathematikerkongress in Edinburgh, 
1958. Man beachte, dass bei dieser Art der Erweiterung des Finitismus das 
abstrakte Element in einer wesentlichen schwächeren Form auftritt als bei 
der weiter unten besprochenen oder in der intuitionistischen Logik. 
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berechenbarer Funktionen der Typen 4, 4, ... {, eine berechenbare 
Funktion vom Typus f, zuordnet. Dieser Begriff 1 ist als unmittelbar 
verständlich ? zu betrachten, vorausgesetzt dass man die Begriffe 
«berechenbare Funktion vom Typus f; » (à —0,1,... k) bereits 
verstanden hat. Indem man dann den Typus { als Variable be- 
trachtet, gelangt man zu dem für den Widerspruchsfreiheits- 
beweis benôtigten Begriff einer berechenbaren Funktion endlichen 
Typs £. 

Als evidente Axiome sind, neben den Axiomen der Identität 
(auch für Funktionen %), dem 3. und 4. Peanoschen Axiom und der 
Substitutionsregel für freie Variable, keine anderen nôtig als 
erstens solche, die es gestatten, Funktionen durch Gleichsetzung 
mit einem aus Variablen und vorher definierten Konstanten aufge- 
bauten Term und durch einfache Induktion nach einer Zahl- 
variablen zu definieren, und zweitens den Schluss der vollständigen 
Induktion nach einer Zahlvariablen anzuwenden. Das heisst die 
Axiome dieses Systems (es werde T genannt) sind formal fast 
dieselben 4 wie die der primitiv rekursiven Zahlentheorie, nur dass 


1 Man kann darüber im Zweifel sein, ob wir eine genügend deutliche 
Vorstellung vom Inhalt dieses Begriffs haben, aber nicht darüber, ob die 
weiter unten angegebenen Axiome für ihn gelten. Derselbe scheinbar para- 
doxe Sachverhalt besteht auch für den der intuitionistischen Logik zugrunde 
liegenden Begriff des inhaltlich richtigen Beweises. Wie die nachfolgenden 
Überlegungen und die intuitionistisch interpretierte Theorie der rekursiven 
Funktionen und Funktionale zeigen, sind diese beiden Begrifte innerhalb 
gewisser Grenzen als Grundbegrifte durcheinander ersetzbar. Dabei ist zu 
beachten, dass, wenn der Begriff der berechenbaren Funktion nicht implizit 
den Begriff des Beweises enthalten soll, die Ausführbarkeit der Operationen 
unmittelbar aus der Kette der Definitionen ersichtlich sein muss, wie das 
für alle Funktionen des weiter unten angegebenen Systems T der Fall ist. 

2 A. M. Turing hat bekanntlich mit Hilfe des Begriffs einer Rechen- 
maschine eine Definition des Begriffs einer berechenbaren Funktion erster 
Stufe gegeben. Aber wenn dieser Begriff nicht schon vorher verständlich 
gewesen wäre, hätte die Frage, ob die Turingsche Definition adäquat ist, 
keinen Sinn. 

8 Identität zwischen Funktionen ist als intensionale oder Definitions- 
gleichheit zu verstehen. 

4 Bei der Definition durch Gleichsetzung mit einem Term tritt insofern 
ein Unterschied auf, als man eine Funktion P hüheren Typs auch durch 
[P (ts, Te +: + Tn)] (Yi Ya -  : Um) = E definieren kann. Aber dieser Unter- 
schied fällt weg, falls mehrstellige Funktionen in der von A. Church ange- 
gebenen Weise durch einstellige ersetzt werden. 
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die Variablen (ausser denen, auf die Induktion angewendet wird), 
sowie auch die definierten Konstanten, einen beliebigen endlichen 
Typus über den natürlichen Zahlen haben kônnen. Der Einfachheït 
halber wird im folgenden der zweiwertige Aussagenkalkül, ange- 
wendet auf Gleichungen, hinzugenommen, obwohl die Wahrheits- 
funktionen durch zahlentheoretische Funktionen ersetzbar sind. 
Gebundene Variable werden nicht zugelassen. Das System T ist 
von gleicher Beweisstärke wie ein System der rekursiven Zahlen- 
theorie, in dem vollständige Induktion für alle Ordinalzahlen 
< & (in der gewühnlichen Darstellung) zugelassen wird. 

Die Zurückführung der Widerspruchsfreiheit der klassischen 
Zahlentheorie auf die des Systems T gelingt mit Hilfe der folgenden 
Interpretation der Heytingschen Zahlentheorie, auf welche ja die 
klassische zurückführbar ist 1: 

Es wird jeder Formel F der intuitionistischen Zahlentheorie ? 
(deren freie Variable in ihrer Gesamtheit mit x bezeichnet werden) 
eine Formel F’ der Gestalt (3y) (z) A (y, z, x) zugeordnet, wobei y 
und z endliche Reïhen von Variablen irgendwelcher Typen sind, 
und À (y, z, x) ein quantorenfreier Ausdruck mit keinen andern als 
den in x, y, z vorkommenden Variablen. Die Variablen der Reïhen 
x, y, z, deren Gliederzahl auch 0 sein kann, sind sämtlich unter- 
einander verschieden. Mit æy wird die aus x und y in dieser Reïhen- 
folge zusammengesetzte Reïhe bezeichnet. 

Ferner werden folgende Bezeichnungen verwendet : 


1. v, w sind endliche Reïhen von Variablen irgendwelcher 
Typen ; s, { sind Zahlvariable ; u ist eine Reïhe von Zahlvariablen. 


2. V ist eine Reïhe von Variablen, deren Anzahl und Typen 
dadurch bestimmt sind, dass jede von ihnen auf y als Argument- 
reihe angewendet werden kann und dass die Reïhe der so erhaltenen 
Werte (welche mit V (y) bezeichnet wird) hinsichtlich der Anzahl 
und der Typen ihrer Glieder mit der Reïhe v übereinstimmt. 


? Vgl. Ergebnisse eines math. Kolloquiums, herausg. von K. MENGER, 
Heft 4 (1933), p. 34. 

* Die Zahlentheorie soll so formalisiert sein, dass keine Aussagen- 
oder Funktionsvariable vorkommen. Die Axiome des Aussagenkalküls sind 
als Schemata für alle môglichen Einsetzungen zu betrachten. 
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3. Analog wird die Variablenreihe Y (bzw. Z, bzw. Z) hin- 
sichtlich der Anzahl und der Typen ihrer Glieder durch die Argu- 
mentreihe s (bzw. yw, bzw. y) und durch die mit der Reihe der 
Werte gleichtypige Reïhe y (bzw. z, bzw. z) bestimmt. 


Funktionen mit 0 Leerstellen und Werten vom Typus r werden 
mit Objekten vom Typus + identifiziert, eingliedrige Variablen- 
reihen mit Variablen. 

Die Zuordnung von F’ zu F geschieht durch Induktion nach der 
Anzahl k der in F enthaltenen logischen Operatoren. (Die bei der 
Wahl der Symbole für die gebundenen Variablen zu beachtenden 
Bedingungen und die heuristische Begründung der Definitionen 
werden nach den Formeln gegeben.) 


I Für k = 0 sei F’ —F, 


HS Es se F0 {(1y)(z) A(y,z x) “und 
G' = (40) (w) B (v, w, u) bereits definiert, 


dann ist per definitionem : 

1. (FA G) = (yo) (w) [A (y, z, 2) AB (v, w, u)]. 

20/00) —=\(Ayot) (w) [= 0/\A (y, z; x): V21=1 AB (v,w,u)]. 
ICE (1) (SD AY (S). 7, x). 

4. [Gs) FT] = (sy) (2) A (y, z, à). 

5. (F 2 G)' = (V2) Gw) [A (y, Z uw), x) 3 B (V (y), w, u)]. 

6. (1F) = (12) Y) 1 A (y, Z(y), 2). 


s ist eine beliebige Zahlvariable. Vor Anwendung der Regeln 1—5 
sind nôtigenfalls die gebundenen Variablen der Formeln F' und G 
so umzubenennen, dass sie sämtlich untereinander und von den 
Variablen der Reïhen x, u sowie auch von s verschieden sind. 
Ferner sind die durch Anwendung der Regeln 2, 3, 5, 6 neu ein- 
geführten gebundenen Variablen der Reïhen f, Y, V, Z, Z so zu 
wählen, dass sie untereinander und von den in den betreffenden 
Formeln schon vorkommenden Variablen verschieden sind. 

Man beachte, dass 6. aus 5. folgt, falls 1 p durch p3-0 — 1 
definiert wird. Zu 5. gelangt man, indem man (für die auftretenden 
Spezialfälle) die Aussage (4x) H (x) 3 (y) R (y) (bzw. (y) R (y) 2 
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(x) H (x)) mit der Existenz von für alle Argumentreihen vom Typus 
der Variablenreihe x definierten berechenbaren Funktionen identi- 
fiziert, welche jedem Beispiel für das Implicans (bzw. Gegenbei- 
spiel für das Implicatum) ein Beispiel für das Implicatum (bzw. 
Gegenbeispiel für das Implicans) zuordnen. 

Selbstverständlich wird nicht behauptet, dass die Definitionen 
1—6 den Sinn der von Brouwer und Heyting eingeführten logischen 
Partikel wiedergeben. Wieweit sie diese ersetzen kônnen, bedarf 
einer näheren Untersuchung. Man zeigt leicht, dass, wenn F im 
Heytingschen System Z der Zahlentheorie beweisbar ist, Funktionen 
Q in T definiert werden kônnen, für welche A (Q (x), z, x) in T beweis- 
bar ist. Es ist nämlich leicht nachprüfbar, dass diese Behauptung 
für die Axiome von Z gilt und ihre Richtigkeit sich bei Anwendung 
der Schlussregeln von Z von den Prämissen auf die Konklusion 
überträgt. 

Die Verifikation wird besonders einfach, wenn man folgendes 
Axiomensystem der intuitionistischen Logik zugrunde legt 1: 

Axiome: Taut, Add, Perm, die zu diesen dualen Axiome für 
A 0=1:2p (°1p wird durch p3:0 = 1 definiert). 

Schlussregeln : Modus ponens, Einsetzungsregel für freie Zahl- 
variable, Syll (mit zwei Prämissen), Sum, Exp, Imp, die Regeln 
über das Hinzufügen und Weglassen eines All- (bzw. Existenz-) 
Zeichens im Implicatum (bzw. Implicans) einer bewiesenen Impli- 
kation. 

Für den Widerspruchsfreiheitshbeweis der klassischen Zahlen- 
theorie kônnen die \/ und die 1 enthaltenden Axiome und Schluss- 
regeln weggelassen werden. Bei allen auf Sum folgenden Regeln 
stellt sich heraus, dass die in T zu beweisende Aussage im wesent- 
lichen dieselbe ist wie die auf Grund der Prämisse bereits bewiesene. 

Es ist klar, dass man, von demselben Grundgedanken aus- 
gehend, auch viel stärkere Systeme als T konstruieren kann, zum 
Beispiel durch Zulassung transfiniter Typen oder der von Brouwer 
für den Beweis des « Fan-Theorems ? » benutzten Schlussweise. 


1 Bezüglich der Bezeichnungen, vgl. Principia Mathematica, 2. Aufl., 
p. XII. Dieselben Bezeichnungen werden auch für die den Formeln ent- 
sprechenden Schlussregeln verwendet. 

? Vgl. A. HEYTING, Intuilionism, 1956, p. 42. 
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Zusammenfassung 


P. Bernays hat darauf hingewiesen, dass man, um die Widerspruchs- 
freiheit der klassischen Zahlentheorie zu beweisen, den Hilbertschen finiten 
Standpunkt dadurch erweitern muss, dass man neben den auf Symbole sich 
beziehenden kombinatorischen Begriffen gewisse abstrakte Begrifte zulässt. 
Die abstrakten Begriffe, die bisher für diesen Zweck verwendet wurden, sind 
die der konstruktiven Ordinalzahltheorie und die der intuitionistischen 
Logik. Es wird gezeigt, dass man statt dessen den Begriff einer berechen- 
baren Funktion endlichen einfachen Typs über den natürlichen Zahlen 
benutzen kann, wobei keine anderen Konstruktionsverfahren für solche 
Funktionen nôtig sind, als einfache Rekursion nach einer Zahlvariablen und 
Einsetzung von Funktionen ineinander (mit trivialen Funktionen als Aus- 
gangspunkt). 


Abstract 


P. Bernays has pointed out that, in order to prove the consistency of 
classical number theory, it is necessary to extend Hilbert’s finitary stand- 
point by admitting certain abstract concepts in addition to the combina- 
torial concepts referring to symbols. The abstract concepts that so far 
have been used for this purpose are those of the constructive theory of 
ordinals and those of intuitionistic logic. It is shown that the concept of 
a computable function of finite simple type over the integers can be used 
instead, where no other procedures of constructing such functions are 
necessary except simple recursion by an integral variable and substitution 
of functions in each other (starting with trivial functions). 


LE PROBLÈME DU LANGAGE 
ET L’'OUVERTURE A L'EXPÉRIENCE 


par F. GonsETH, Zurich 


Poincaré nommait prédicative une mise en ordre susceptible 
d’être achevée ou prolongée sans que jamais il ne devienne néces- 
saire de revenir sur le déjà fait, sur le déjà ordonné, pour le retoucher 
ou le modifier. Ce qualificatif peut être étendu à une procédure 
susceptible d’être plusieurs fois répétée : on l’appellera prédicative 
si elle ne doit jamais revenir sur ses pas pour modifier une situation 
déjà dépassée, afin de pouvoir y intégrer un résultat postérieurement 
acquis. 

L’édification axiomatique d’une discipline à partir d’un système 
donné d’axiomes peut être envisagée comme une procédure pré- 
dicative. 

Mais la recherche des axiomes les mieux appropriés (pour 
répondre à telle ou telle intention supplémentaire) est une procédure 
d'essai qui, dans la règle, n’est pas prédicative. 

Cet exemple montre clairement qu’une procédure prédicative 
peut fort bien ne former qu’un épisode d’une procédure non prédi- 
cative. 

On peut appeler procédure de réduction une procédure qui per- 
met de réduire soit immédiatement, soit de proche en proche, la 
recherche d’un résultat r à celle d’un autre résultat r’. La procédure 
est prédicative si la recherche de r’ peut s’effectuer sans faire 
aucun emprunt au résultat r que la première recherche aurait pour 
objet d'établir. 

En ce sens, une procédure de fondement qui, par exemple, définit 
les nombres entiers, sans éviter l'emploi des nombres naturels, n’est 
pas prédicative. 

1. À plusieurs occasions déjà, il m’a semblé utile de relever que 
la marche générale de la connaissance scientifique n’est pas prédi- 
cative. 
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2. Il ne semble guère que le problème du langage puisse être 
traité dans une perspective prédicative, puisqu'il ne saurait l’être 
sans le concours d’une langue antérieurement et convenablement 
constituée. Cela ne veut pas dire que des procédures prédicatives 
(axiomatisantes, formalisantes, etc.) ne puissent pas contribuer 
efficacement à son élucidation. Elles ne pourront cependant inter- 
venir que comme des épisodes dans une démarche plus complexe. 
Celui qui entend l’aborder se trouve fatalement en situation de 
connaissance et participe nécessairement à un milieu discursif. 
Comment imaginer une procédure d’élucidation susceptible d’en 
tenir compte ? 

(Nous ne chercherons pas à définir strictement ce qu'il faut 
entendre par les deux expressions : « être en situation de connais- 
sance » et « participer à un milieu discursif ». La raison en est que, 
conformément au principe de dualité dont il sera question dans un 
instant, la procédure purement verbale que constitue une définition 
stricte est impuissante à recréer leur exacte signification. Pour y 
parvenir, il faut avoir pris conscience de certains caractères à la fois 
élémentaires et fondamentaux de la situation de celui qui participe 
à la recherche. Or, cette prise de conscience n’est pas affaire de 
définition, mais affaire d'expérience. C’est à la pratique prolongée 
de la recherche elle-même que nous en sommes redevables. Nous 
aurons à y revenir un peu plus loin.) 

3. Nous allons donc jeter un bref regard sur le rôle du langage 
dans la recherche. 

Toute recherche a son langage, toute discipline a son discours. 
Sans un langage approprié, la marche d’une recherche ne saurait 
être exposée et ses résultats ne sauraient être énoncés. Sans la 
constitution d’un certain discours, aucune discipline ne saurait être 
édifiée. Toute recherche est ainsi engagée sur un premier front 
qu’on peut appeler un front d’énonciation. C’est sur ce front que 
prend forme et se spécifie l’aspect discursif, théorique et rationnel 
de la discipline. 

Mais une recherche et tout spécialement une recherche qui vise 
à la connaissance du réel ne se réduit pas à son aspect discursif, une 
discipline n’est pas toute dans son discours. Le fait est particuliè- 
rement évident pour une discipline qui comporte un moment explicite 


6 


290 F. GONSETH 


d’expérimentation. Il l’est moins pour les mathématiques dites 
pures et, de façon générale, dans les disciplines visant à édifier des 
structures formelles. Il peut cependant y être mis aussi en évidence, 
comme nous l’avons montré ailleurs, à différentes reprises 1. 

Nous avons donc à constater que, dans la règle, une recherche 
comporte un second front d'engagement qu’on peut appeler son 
front d'investigation. L'activité qui s’y développe peut aller du 
simple exercice des organes sensoriels et des constatations les plus 
élémentaires à l’expérimentation mettant systématiquement en 
œuvre les moyens techniques les plus précis et les plus puissants. 

A elle seule la mise en place dans leur mutuelle dépendance des 
deux fronts d'engagement de la recherche suffit à jeter une très 
appréciable lumière sur le problème du langage. Pour une bonne 
part, ce problème coïncide avec celui de la prise de connaissance 
des rapports qui s’établissent entre l’activité énonciatrice et l’acti- 
vité investigatrice. Comment cette connaissance peut-elle être 
rejointe? Rien ne nous autorise à penser qu’elle puisse l’être par la 
seule voie discursive, indépendamment de la pratique et du progrès 
de la recherche. C’est au contraire dans ce que, par ses succès et 
ses insuccès, la recherche a pu nous apprendre sur la méthode qui 
lui convient que cette connaissance peut être distinguée et peut 
trouver sa garantie. 

C’est avec cette garantie que nous allons maintenant énoncer 
quelques constatations à la fois très élémentaires et (pensons-nous) 
très fondamentales. 

En formulant ces constatations, nous allons, d’ailleurs, nous 
retrouver dans la situation même de double engagement dont il 
vient d’être question : pour être intégrés à notre exposé, pour inter- 
venir dans notre discours, ces constatations ont encore à prendre 
leur forme discursive, c’est-à-dire à être énoncées. Mais, cette énon- 
ciation ne doit être ni arbitraire, ni autonome. Les énoncés ne 
prendront toute leur signification que du fait d’être ordonnés à 
l'investigation très particulière que représente, pour un esprit 
méthodologiquement orienté, l'exercice même de la recherche. 


? Voir en particulier l’article Vues générales dans les Chroniques de 
Philosophie des sciences, publiées à l’occasion du Congrès international de 
philosophie à Venise, 1958. 
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Répétons-le, la constatation que nous avons déjà faite, que nous 
avons déjà formulée, celle de l’existence d’une interdépendance entre 
un front d’énonciation et un front d'investigation de la recherche, et 
les quelques constatations qui vont être encore faites n’ont aucune 
évidence par elle-même. Leur justesse n’est pas inscrite d'avance 
dans les mots et les phrases qui leur confèrent leur forme, leur 
existence discursive. Leur justesse (une justesse fort relative, 
d’ailleurs, comme nous allons précisément le voir) émerge pour 
nous de notre rapport avec la recherche, de la conscience que nous 
avons prise de ce qu’elle a été, de ce qu’elle est devenue, de ce 
qu'elle est aujourd’hui. 

Passons maintenant à notre seconde constatation. Tout cher- 
cheur, nous l’avons déjà dit, est en situation de connaissance. Nous 
voulons dire par là que le chercheur, au moment où il s’engage 
dans une recherche, est toujours en possession d’un certain en- 
semble de connaissances, mais qu’il ne sait jamais avec complète 
certitude jusqu’à quel point cet ensemble de connaissances est 
achevé et assuré. En quoi la situation peut-elle se trouver modifiée 
par le résultat de la recherche? Même si celle-ci met des faits 
nouveaux à découvert et ouvre des perspectives inattendues, pour 
ce que nous venons d'en dire, la situation reste, en principe, la 
même : l’indécision persiste quant à l’état d'achèvement ou d’ina- 
chèvement de l’ensemble des connaissances acquises. C’est là ce 
que nous entendons exprimer en disant que la recherche progresse 
de situation de connaissance en situation de connaissance. Quel que 
soit l’état d'avancement de la recherche, la situation dans laquelle 
elle s’arrête est donc caractérisée par un doubleétat d’inachèvement. 
Sur le front de l’investigation tout d’abord: ni le simple exercice 
des sens ni l’expérimentation la plus puissamment outillée ne mettent 
à nu une réalité entière ou une réalité dernière. Jamais le chercheur 
ne perce (jamais il n’a encore percé) jusqu’à ce qui pourrait être 
appelé l’essence des choses. Sa saisie reste incomplète, approxima- 
tive, sommaire. C’est un état d’inachèvement pratique, donc il 
n’est pas nécessaire d'examiner s’il tient ou ne tient pas aux « lois 
naturelles d'incertitude » de la physique quantique. 

D'autre part, pour être saisie par l’esprit, la saisie expérimentale 
doit encore trouver sa forme discursive sur le front de l’énonciation. 
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Le chercheur va donc mettre dans des mots et dans des expres- 
sions qu'il choisira et formera de la façon la plus idoine possible, 
des significations qui ne pourront être elles-mêmes que sommaires 
et inachevées. Pour que le mot puisse prendre, d’ailleurs, la généra- 
lité relative qu’il revêt dans le discours, et sans laquelle le dis- 
cours ne saurait valablement s’édifier, il faut qu’il soit à la fois le 
moyen et l’expression d’une inévitable typification d’une nécessaire 
schématisation. 

Le cas des mathématiques ne doit pas nous faire illusion: 
même si la réalité mentale (l’idée, la notion, l’image, la représen- 
tation, etc.) sur laquelle la saisie discursive et la saisie expérimen- 
tale se rejoignent est claire et distincte, nette et précise dans l'esprit 
du chercheur, le double caractère d’inachèvement de la situation 
de connaissance dans laquelle ce dernier se trouve, n’en subsiste 
pas moins : il ne suffit pas de dessiner un schéma avec une minu- 
tieuse et peut-être inutile précision pour le rendre plus étroitement 
conforme à ce qu'il schématise. 

Quelles qu’aient été les précautions avec lesquelles le sens des 
mots aurait pu être fixé et les règles du discours énonciateur pré- 
cisées, le double caractère d’inachèvement de la connaissance 
énoncée n’en persiste pas moins: la signification des mots et de 
leurs combinaisons a forcément le caractère d’une ébauche que l’on 
doit se réserver le droit de retoucher, de corriger et même de rejeter 
si le besoin s’en fait sentir. 

Nous disions que la connaissance progresse en passant de 
situation de connaissance en situation de connaissance. Il est clair 
que la possibilité d’une telle démarche tient elle-même à une double 
ouverture : 

a) Sur le front de l’investigation, l’expérimentation doit être, en 
principe, ouverte à son propre renouvellement. Il ne lui suffira pas, 
pour franchir certains seuils, de varier ses dispositifs expérimen- 
taux ; il lui faudra s'intégrer les moyens d’une technicité en cons- 
tante évolution. 

b) Sur le front de l’énonciation, le discours devra être également 
ouvert à son éventuel renouvellement, soit que la signification des 
mots ait à être revisée, soit que la dialectique de discours ait à 
être conduite par de nouvelles idées dominantes. 
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On voit ainsi que le progrès de la connaissance, tel que, dans 
son histoire, la recherche scientifique le réalise manifestement, est 
lié comme à une condition sine qua non à la double ouverture à 
l'expérience dont nous venons de parler. — Et que cette dernière 
présuppose indispensablement le double inachèvement du matériau 
expérimental d’une part et du matériau discursif d’autre part. 

Ces considérations font présumer que tout essai de fonder une 
théorie de la connaissance (et spécialement une théorie de la con- 
naissance scientifique) sur un discours fermé en soi, c’est-à-dire sur 
un discours auquel la faculté de s'ouvrir à l’expérience n’est pas 
intégrée comme une exigence toujours renaissante, ne pourra que 
manquer plus ou moins largement son but. 

Les constatations précédentes appellent encore la constatation 
que voici: nous avons fait observer que l’activité énonciatrice 
reprenant le matériau expérimental avec la spécificité qui lui est 
propre, confère une certaine généralité au matériau discursif avec 
lequel elle opère. Le discursif revêt, de ce fait, une certaine qualité 
d’existence autonome qu’on peut supposer appartenir à un certain 
horizon de réalité. L’horizon géométrique en est un exemple frap- 
pant. Il est irréductible à l'horizon de réalité des choses sur les- 
quelles opère la géométrie expérimentale. Ces deux horizons sont 
à distinguer l’un de l’autre et à opposer l’un à l’autre comme 
doivent l’être le front de l’énonciation et le front de l’investigation. 

Or (et c’est là la constatation sur laquelle il nous paraît utile 
d’insister) l’activité discursive a la faculté d'organiser un discours 
dans lequel le matériau discursif entre et figure avec les modalités 
de son existence discursive. Un discours a quelque analogie avec un 
organisme : il est comme animé d’une intention de cohérence. Il 
tente ainsi à imposer certaines normes d'usage aux éléments dis- 
cursifs qui y participent. Il devient alors assez malaisé d'indiquer 
ce que devient le sens d’un mot, d’une expression ou même d’un 
passage appartenant à un discours déterminé. La fonction « d’avoir 
une signification » se trouve en quelque sorte transférée au tout du 
discours. Même visant à constituer des énoncés idoines aux mêmes 
faits expérimentaux, les mêmes éléments discursifs peuvent ne plus 
être chargés du même pouvoir de signification s'ils participent à 
des discours différents. Pour les éléments discursifs pris séparément, 
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ce n’est plus seulement d’un sens inachevé qu’il faudrait parler, 
mais d’un sens plus ou moins indéterminé. 

On pourrait citer ici en exemple le discours de la mécanique 
classique et celui de la mécanique relativiste. 

(L’exigence de cohérence d’un discours peut être tout autre 
chose qu’une exigence de non contradiction. Ainsi, la cohérence 
d’un discours heuristique est parfois assurée par l’intention de faire 
évoluer, au cours d’un même texte, l'interprétation, l'engagement 
«extérieur» de la signification de certains mots ou de certaines 
expressions.) 

En se développant dans le climat de cohérence qui lui est 
propre, un discours va toujours au-delà « de la simple fonction 
d’énoncer ». Il est d’abord un organisme discursif pour lequel 
l’accord qu’il recherche avec une activité investigatrice ne fournit 
guère qu’un certain ensemble de points de repère. 

Dans ces conditions, on ne s’étonnera pas que le passage d’une 
situation de connaissance à une autre situation de connaissance 
puisse s’accompagner de l’abandon de certains discours énoncia- 
teurs au profit d’autres discours orientés par de nouvelles exigences 
de cohérence. 

Ces quelques considérations donnent à penser que le problème 
du langage ne saurait être réduit au problème des significations. Il 
ne suflit pas de l’aborder par l'examen analytique des éléments 
discursifs et de leurs combinaisons. Il semble plus efficace d’étudier 
les fonctions de la discursivité, telles qu’elles se manifestent, se 
distinguent, se développent et se spécifient dans la variété des 
discours animés des intentions les plus évoluées et les plus exi- 
geantes. 

Si l’on tentait de faire servir les constatations précédentes à 
l'édification d’un discours méthodologique, d’une méthodologie de 
la recherche, elle mènerait à l’énonciation de quatre principes 
directeurs d’une méthodologie ouverte auxquels pourraient convenir 
les noms de principe de dualité, de révisibilité, de technicité et 
d’intégralité. 

Remarquons à ce propos que le mot de principe ne revêtirait 
pas, dans ce contexte, la signification qu’il prend dans le milieu 
discursif de telle ou telle philosophie traditionnelle ou dans celui 
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de la science classique. Une bonne part de sa signification lui 
viendrait de sa participation même au discours sur la méthodologie 
ouverte, — conformément au dernier des quatre principes pré- 
cédents, au principe d’intégralité. 

4. Les réflexions précédentes peuvent-elles être étendues au 
discours philosophique, et particulièrement aux discours philoso- 
phiques qui semblent animés de l'intention d’une pure discursivité ? 
Nous montrerons prochainement comment elles peuvent conduire 
aux idées directrices d’une philosophie ouverte, à laquelle l’exi- 
gence de l’ouverture à l’expérience, à toutes les formes de l’expé- 
rience, pourrait assurer la fonction de conscience de la recherche. 


ON THE NATURE OF MATHEMATICAL SYSTEMS 


by R. L. GooDsTEIN, Leicester 


The problem of the nature of the entities of mathematics con- 
tinues to be, as it has been for the past hundred years, one of the 
central questions in foundation researches. Whether it is con- 
sidered in its full generality or in the limited aspect of the 
existence problem, the question leads immediately to the heart 
of the controversy between formalism and finitism, realism and 
platonism. 

The traditional view of existence in mathematics was summed 
up by Poincaré, at the turn of the century, when he said that a 
mathematical entity exists if its non-existence is impossible ; in 
formal terms —1(Wx) 1 P(x)—(32)P (x). The first (in this 
century) to deny the universal validity of this thesis was 
L. E. J. Brouwer. Brouwer utilized current unsolved problems in 
number theory to show that the existence of a mathematical entity 
in Poincaré’s sense may depend upon the discovery of the solution 
of some hitherto unsolved problem, and this discovery may never 
be made. The essence of Brouwer’s argument may be expressed 
in the following form. 

Let P (n) affirm some property of n of which it is unknown 
whether every natural number has this property or not ; e.g. P (n) 
may be the property that 2n is a sum of two primes. We may 
obviously choose for P (n) a property for which a definite decision 
procedure exists by which we can tell whether any individual n 
has this property or not ; in fact the example cited fulfills this con- 
dition, and we may readily construct an unlimited number of such 
examples (not necessarily of any intrinsic interest). With P (n) 
we associate a function p (n) defined as follows : 


(VW {r£n—P(r)}— p(n) = 0 
Gr) {r £ n & 1 P(r)} — p(n) = 1 
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so that p (n) is always 0 or 1, and is non-decreasing. The limita- 
tion we imposed upon P ensures that the value of p (n), for each 
assigned n, is as definite as the procedure by which the question 
whether n has the property P or not is decided. Since p (n) is 
non-decreasing and bounded a familiar theorem of classical analysis 
affirms that lim p (n) exists ; this limit must be either O0 or 1, since 


p (n) takes no other value. If lim p (n) — Othen (Vn) {p (n) = 0}, 
so that (Wn) P (n) holds, and if lim p (n) — 1 then (r) —P(r) 


holds. Thus a knowledge of the limit of the sequence p (n) solves 
the problem whether all numbers have the property P (n) or not, 
and conversely a solution of this problem supplies us with the limit 
of the sequence. 

Now it is quite clear that the classical proof of the convergence 
of p(n) does not tell us whether P (n) is true for all n, or not. 
If the truth of P (n) for all n is unknown before the convergence 
of p (n) is proved, then it remains unknown after the convergence of 
p (n) has been established. Brouwer sought to show by examples 
of this kind that certain proofs in mathematics, like the classical 
proof of the convergence of a bounded monotonic sequence, are 
unworthy of our confidence and should be discarded. Before we 
look more closely at the type of proof in question it is very 
informative to consider briefly a familiar objection which continues 
to be raised against Brouwer’s critique. Fix our attention on 
some particular unsolved problem, it is said, and then Brouwer’s 
dilemma disappears ; for when the problem is eventually solved we 
shall know whether the limit of p (n) is zero or unity. At present 
we can say that the limit exists, we just do not know what it is ; as 
we might say of some equation, that it has root in a certain square 
but one cannot tell precisely where in the square it lies. We need 
more information to fix the limit, but we already know that it 
exists. There are two ways in which one may deal with this 
objection. First we may ask what sense it makes to say the pro- 
blem will be solved some day. Consider the problem which 
Brouwer has often made use of, whether seven consecutive 7’s occur 
in the decimal expansion of x. Does the expansion to 10! places, 
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say, exist before it has been calculated? As Wittgenstein has 
remarked, does a character exist in a play which has yet to be 
written? If, as we may suppose, the only method of attacking 
the problem is to proceed with the expansion of x then it is 
impossible to prove that a run of seven 7’s does not occur ; and the 
situation is not improved by attacking the problem with all the 
resources of current mathematics, for now we have merely replaced 
the question whether seven 7’s occur in a certain expansion by 
the similar one whether or not a particular sentence occurs in the 
unending chain of inferences which we can draw from our present 
knowledge. Moreover, in virtue of results which have been 
obtained during the past 25 years, we can meet the objection in 
another way. In place of an unsolved problem let us now con- 
sider any property P (n) in elementary number theory. Exactly 
as before we may associate with P (n) a sequence p (n) such that 
lim p(n) exists classically and has the value O0 or 1 according 
N— © 


as P (n) is universally valid or not. Then, if the classical con- 
vergence proof actually provided us with the limit of p (n) we 
should have a decision procedure for elementary number theory ; 
that is to say if the proof of convergence provided a method of 
calculating the limit, this method would constitute a decision pro- 
cedure for number theory. Since we know from Church’s theorem 
that no decision method for number theory exists (assuming con- 
sistency) it follows that it is impossible for the convergence proof to 
provide a method for calculating the limit. 

The better to see the significance of this result, let us concen- 
trate upon a particular class of properties, namely primitive 
recursive properties P (n), for which the associated function p (n) 
is primitive recursive. The associated functions, being primitive 
recursive are enumerable by a doubly recursive function I, (m) 
say, where I, (m) is the mth function in the enumeration. Then 
the result of the classical convergence proof is that for each m 


lim I, (m) 


no 


exists and has the value 0 or the value 1. Now if the function 
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f Gn) = lim I, (m) were a computable function (in Turing’s sense, 
nn —> COQ 


for instance) then f (m) would be a decision function for the class 

of primitive recursive predicates (of one variable) but it is known ! 

that this class does not admit a computable decision function. 

Thus the function lim I, (m) given by the convergence proof is not 
N— © 


computable, that is to say this « function » admits no computation 

procedure. The question is now seen in its proper setting. What 

is involved is not a matter of existence but of word usage. Shall 

we call lim I, (m) a function or not? Classical analysis accepts 
n—> Co 


lim I, (m) as a «function », but Brouwerian mathematics does not. 
1 —> CO 


It is not whether or not a certain entity exists which is in dispute but 
how the term function should be used. Brouwer’s own presentation 
of the issue obscures this fundamental fact, for, as we shall have 
further occasion to observe, a failure to clarify the function con- 
cept vitiates much of intuitionist analysis. 

Classical analysis is not rendered demonstrably contradictory 
by its current use of the term function. It may be held to be 
absurd to call a term for which no computation procedure is 
logically possible a function, but it is not contradictory. Whether 
one continues to use a system of mathematics which uses the term 
function in this absurd way is of course a matter of individual 
choice. 

It is often said that the intolerable complexity of revisionist 
systems of analysis far outweighs any advantage they may have on 
purely rationalist grounds, but this objection appears to be based 
as much on a want of knowledge of some branches of modern 
mathematics as on an unfamiliarity with the new systems. A more 
serious objection, at first sight, is that the classical usage of func- 
tion has led to no difficulty in application; if there were some 
intrinsic absurdity in this usage would it not have shown itself in 
some Engineering or Laboratory experiment? For instance, the 
laws of arithmetic are verified countless times in commerce and 
science every day, and at a higher level, the conclusions of classical 


1 Reference [3], pp. 417-418. 
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analysis have found innumerable applications without any adverse 
consequence. This argument from application is an important one 
on which we shall have more to say later, but for the present we 
note that no experiment is crucial in deciding between the classical 
and the finitist systems. For all experimental purposes it suffices 
to take any real number to, say, 10 places of decimals ; to replace 
any integral by a finite sum ; any function by a rational approxima- 
tion ; and so on. The argument from application in fact is on the 
side of such systems (as recursive analysis) which concentrate upon 
the applicable parts of mathematics and operate in the rational field. 
The classical convergence proof to which we shall now return 
consists essentially in the following steps : 
We have to prove the formula 


(F) GA (Vn) (p (+ n) = p (B}. 
From its contrary 
(VR) Gn) {p + n) Æ p (K)}, 
noting that by definition p (k + n) = p (k), we deduce 
Gn){pG+n)>p(k)}; 


hence if we denote by 0 (k) the least n for which this inequality 
holds we have both 
p (0(0)) > p (0) 


and p (8(0)) + 6 ((0)) > p (0(0) 


whence p(9(0)) Z1 and p (9 (0) + 0 (8 (0)))Z2, the last of which 
contradicts the defining condition p (n) £ 1, completing the proof 
of (F). To break the proof Brouwer rejected one part of the 


equivalence 
(V2) P (x) + (37) — P (x) 


namely, the implication 
(E) 71(V2) P (x) — (42) 7 P (à), 
whilst retaining the converse implication 


(A) 71 (2) 1 P (x) — (Vzx) P (x). 
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The grounds for rejecting (E) are that a disproof of (Vx) P (T); 
for instance by deriving from it a contradiction, does not provide 
any means of finding a counter example to the universal statement 
(Vzx) P (x). One of the difficulties of dealing with an existence 

proof in this way, is that while retaining the existence operator, 

we have provided no means of proving existence ; or rather, we 
have left unanswered the question what constitutes a valid existence 
proof. 

For instance, in the definition of a null sequence, in place of the 
classical definition that a, is a null sequence if 


(VA) Gn) (Wp) {lan+pl < 1 + 1)} 


holds, the intuitionist says that a, is a null sequence if there is an 
effectively determined function n (k) such that 


n>n(k— [al <1/& + 1): 


but as to what functions are effectively given the intuitionist 
remains silent. This is another example of the failure to analyse 
the function concept to which we have already referred. 
Following suggestions of Herbrand and Gôdel, attempts have 
been made to identify the notion of an effectively defined function 
with three equivalent concepts: Turing computable functions, 
2-definable functions and quasi-recursive functions (known also as 
general recursive functions). A quasi-recursive function is one 
whose values may all be obtained by repeated substitution in a 
finite number of defining equations. No limit is placed upon the 
number of substitutions which may be needed, and therein lies one 
of the weaknesses in this attempted characterization of effectively 
defined functions. What is meant by a finite number of substitu- 
tions in this context? For each value of n, we require that the 
value of f(n) be determined by a finite number of substitutions. 
If we denote by V (n) the number of substitutions needed to deter- 
mine f (n) for each value of n we see that a function lies concealed 
beneath the term «a finite number». The definition of quasi- 
recursiveness gives us no information about the function V (n) and 
for lack of this information a quasi-recursive function is not 


302 R. L. GOODSTEIN 


effectively defined. Would anyone undertake to pay a computer 
by the hour to evaluate even f (0), just on the assurance that it 
will take only a finite time to complete the calculation? As a 
London Park-keeper had:to decide recently, how long may a dog’s 
lead be before the dog ceases to be under control? The weakness 
of the attempted identification of quasi-recursiveness with effective 
definition is brought out even more clearly by considering a certain 
sufficient condition for a function to be quasi-recursive. To for- 
mulate this condition we start by defining the class of primitive 
recursive functions (to which we have already had occasion to 
refer). 

A function f (a, n) is said to be defined by primitive recursion 
from functions a (n), B (a, n) if 


f (a, 0) = a (a), f(a,n+1)=B$(a,n,f(a,n)) 


(in this schema none of the functions contains a concealed para- 
meter, but some or all of the parameters in a, 8 may be absent 
and then f may depend only upon n); a function (of any number 
of variables) is said to be primitive recursive if it is one of the ini- 
tial functions Z (n) —0, I(n) =n, S(n) —=n +1 or is defined by 
substitution or recursion from primitive recursive functions. 

It was shown by Kleene ([4], p. 279) that a sufficient condition 
for a function f (x) to be quasi-recursive is that there should be 
some primitive recursive relation R (x, y) for which (4y)R (x, y) 
holds (in some formal system S, say) and f(x) — (uy) R (x, y). 
Now the condition (41y) R (x, y) may be established (in S) by show- 
ing that (Wy) 1 R (x, y) leads to a contradiction and so we may 
have no means of finding the least y for which R (x, y) holds for a 
given x, except by testing the predicates R (x, 0), R (x, 1), R(x, 2), . 
in turn without limit. To say that, if S is free from contradic- 
tion, we shall eventually reach the predicate R (x, p) which holds 
for the given x is certainly not to provide an effective procedure 
for finding it. Again we may ask how much will it cost to find 
it, and the fact that the question makes no sense here—there is no 
possibility of estimating cost—shows the nature of the problem. 
It may be said, and Church in fact said this ([1], footnote 10), that 
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the function f(x) is defined as constructively as the existence 
condition (1y) R (x, y), but this appears to make the identification 
of « quasi-recursive » with «effectively definable » a vicious circle. 
For (1y) R (x, y) is said to be established constructively if there is 
an effectively defined function 8(x) such that R (x, 8(x)); and 
if therefore we say that (uy) R (x, y) is effectively defined if 
(y) R (x, y) is established constructively we are saying only that 
(uy) R (x, y) is effectively defined if it is effectively defined. The 
notion of quasi-recursiveness may provide an upper bound to the 
class of effectively defined functions but it is too general to cha- 
racterize that class. In fact the attempt to identify the notion of 
a constructive existence proof with the existence of a constructible 
entity is untenable, for it is known ([5]) that for any continuous 
recursive real function F such that F (0) =—1, F(1) = +1 there 
exists a recursive real number a such that F (a) —0, but the 
existence of this a cannot be proved constructively, for as Specker 
has shown there is a sequence F, (x) of continuous recursive real 
functions such that for any recursive sequence of recursive real 
numbers a,, F, (a) 0 for some k. 

Can a real number .a, & @3 4.... be defined by a succession 
of free choices of 0Oor1? This question is vital to the development 
of intuitionist analysis, for the intuitionist continuum is derived 
from the notion of free choice sequences. What is the difference 
between say, defining a real number .a, @& a,.... by the recursive 
conditions a — 0, and 


dni1 = 0 if a, = 0 and 2n + 2 is a sum of two primes, 
dy = 1 if a, = 1 or 2n + 2 is not a sum of two primes, 


(let us call this number the Goldbach number), and defining 
. 3 d3.... by à succession of free choices. I am not now con- 
cerned with the question whether the Goldbach number is zero, 
or not zero, but with the difference in kind of these two defini- 
tions, a difference which does not appear to have been properly 
appreciated. At first one might say that the difference is between 
proceeding according to a rule and proceeding without a rule, but 
this is not satisfactory because the concept of rule is ill-defined, 
and one may well say that in the free choice case the rule is to 
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write down 0 or 1 whichever is the first to come into one’s mind. 
The important difference is that the Goldbach number is in a 
certain sense, determined in advance by the recursive law of 
definition, whereas the free choice number is free. In one case we 
have the recursive law and the digit by digit development of a 
decimal. It seems to me that only in the first case can we speak 
of a real number, the recursive law itself, whereas in the second 
case we have, not a real number, but a daily changing collection 
of terminating decimals. If I add a digit a day (at random) to 
any decimal, then I am producing only finite decimals however 
long I may live, and if I leave the task to my successors then they 
too will produce only finite decimals, however many generations 
may follow me. And if a random machine is built to produce the 
decimal, then this too will produce only terminating decimals which 
will have an end in time. But the recursive function is here now, 
and is independent of the passage of time. There may cease to be 
men, or machines, to use the function, but the function itself is 
timeless. These observations make sense of course only if we 
accept definition by recursion as itself constituting the whole 
function. In the classical sense a function is a class of pairs (x, y), 
y being the value of the function for the argument x, and with this 
definition of function it makes no sense to distinguish between a 
real number growing digit by digit, and a real number specified by 
a function. But the recursive definition makes no reference to the 
values ; it is a rule for operating with the sign f (n) itself. The 
importance of thus distinguishing between a function and its values 
was first clearly brought out in Güdel’s construction of an 
undecidable sentence where we find, in effect, a function f (n) such 
that each of the equations f (0) — 0, f(1) = 0, f(2) = 0, ... is 
provable in some system Z, but f (n) — 0, with free variable n, is 
not provable. 
The intuitionists say that given the structure 
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in which the nf row is the sequence of all n-figure binary decimals 
(with digits 0, 1) in increasing order of magnitude, the continuum 
of real numbers may be obtained by thinking of real numbers as 
threads running through the structure, passing from a term in one 
row to a term in the next which has the same initial segment. 
But it seems to me that this structure, with or without threads, 
determines only terminating binary decimals ; if we have a func- 
tion f(n) (let us for the moment suppose that f(n) is primitive 
recursive) which chooses the nf: digit of the decimal, then certainly 
we have a real number, but in this case the « spread » of the decimals 
is irrelevant, and lacking a function we have nothing but the 
« spread » itself. For what does it mean to say that we can choose 
a digit at each stage? Who chooses? And of course if we answer 
that we can give a law, then we must say what we mean by a law, 
and there will again be no use for the « spread »—the law of choice 
will be the real number. In fact, to define a real number we must 
define a function, and we are back to the question of what con- 
stitutes an effective definition of a function. 

As we have seen, quasi-recursiveness is too wide for our purpose, 
and, of course, primitive recursiveness is too narrow. From single 
recursion We may pass to recursions in 2 variables, in 3 variables and 
so on up to any number of variables, without losing the fundamental 
character of a recursive definition, viz, that the value for an 
assigned argument is determined by an assignable number of sub- 
stitutions. Then we may pass to transfinite recursions of ordinal 
&@, ©®, ww® and so on. In our present state of knowledge ([2]) we 
may proceed as far as ww® and retain the essential features of the 
definition. The difficulty here lies in an elimination of a transfinite 
induction. The principle of transfinite induction assures us that 
a decreasing sequence of ordinals is finite, so that the values of a 
transfinite recursive function defined, say, by the equations 


f (0) =1 
f(n +1) = a (n, j (va (n) 
where ya (n) is a predecessor of n + 1 in some recursive ordering 


of the natural numbers of ordinal 9, may be obtained by a finite 
number of substitutions. As we observed with quasi-recursions 


7 
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the information given by transfinite induction, that the number of 
substitutions is finite, is not precise enough, and some specification 
of the number of substitutions has been found for decreasing 
sequences of ordinals not greater than ww, but not yet for greater 
ordinals. The first s-number &, appears to constitute a natural 
frontier. For an ordinal y < &, it seems probable that we shall 
be able to prove that the number of terms in a decreasing sequence 
of ordinals, starting from y, is at most a value of a function defined 
by a recursion of ordinal less than y. This would enable us to 
show that the number of substitutions needed to obtain the value, 
for any assigned argument, of a function of ordinal y is given by a 
function of smaller ordinal. It is known for instance ([2]) that for 
a function of ordinal ww, the number of substitutions needed is 
given by a function of ordinal less than «. 

One of the reasons why &, appears to be a natural barrier here 
is that, as was shown by Gentzen, transfinite induction over 
ordinals less than &, may be replaced by induction over the natural 
numbers, but an induction over ordinals up to and including & 
cannot be so replaced (and that this is the case is indirectly known 
from Gentzen’s proof of freedom from contradiction of numbertheory 
in conjunction with Güdel’s proof of the impossibility of estab- 
lishing this freedom from contradiction by means of the resources 
of number theory alone). 

We remarked earlier that in his criticism of the classical pure 
existence proof Brouwer rejected the implication 


71(Vzx) P (x) — (47) 1 P (x) 
but retained the converse 
| —1 (42) P (x) — (Vx) P (x) 


on the grounds that the impossibility of a counter example assures 
universality. It seems to me that this principle is also question- 
able. How does it establish (Vx) P (x) to show that the Aypo- 
thesis that a counter example exists leads to a contradiction? 
Presumably we test in turn P (0), P (1), P (2), … without finding 
a case of failure. We then prove that if we chanced upon a case 
of failure we should have found a contradiction (in Arithmetic), 
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whence we conclude (Vx)P(x). For want of a proof of freedom 
from contradiction the argument is little more than an expression 
of faith in consistency. Brouwer considered that reductio ad 
absurdum is the natural way of proving a negative property, for 
instance that V2 is not rational. But the classification of pro- 
perties into positive and negative is surely quite arbitrary. Are 
not rational numbers the exceptions amongst the real numbers, 
and could we not regard a proof of the irrationality of V2 as an 
Existence proof, a proof that amongst the irrationals there is one 
equal to /2? In fact direct proof of the irrationality of V2 is to 
hand. It suffices to observe that 29° — p?, q0,p 0, neces- 
sarily has an odd factor, to show that [29° — p?| = 1 and so that 
[2 — p?/g?| Z 1 which not only shows that p?/q? differs from 2, but 
tells us by what amount at least they differ. Is not «|2—p?/9°| 
Z 1/g°» a positive statement ? Of course if we accept the conven- 
tional indirect proof (which uses the same expression 29? — p?), 
it follows from 2q? — p? & 0 that |2q?° — p?| Z 1 and so the bound 
1/q? for the least difference between 2 and p?/q? is readily found, 
but is it not strange to have to derive |2qg? — p?| = 1 from 
2@° — p? 0, when in fact the same piece of mathematical reason- 
ing (considering the factors of 2q9? —p?) leads directly to 
129? — p?| Z 1. Another weakness in the classical reductio ad 
absurdum proof is that it starts by assuming that |/2 is either 
rational, or irrational, whereas it is impossible to provide a 
decision procedure by which we may decide, of any real number, 
whether it is rational or not. A more interesting distinction 
between direct and indirect proof may be drawn when we con- 
sider rather more complicated examples. 

Let s (n) be a primitive recursive function (integral or rational) 
which is primitive-recursively convergent so that thereis a primitive 
recursive function N (r) such that 


n=>N(r)—|s(n) —s(N(r)| <27. 
A classical proof of irrationality of s (n) establishes the quasi- 


recursive irrationality of s (n), that is to say, that there are quasi- 
recursive functions à (p, q), j (p, g) such that 


n2=j(p,9) —|a(n) — pla +1] 22769, 
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and this is all the information that the classical proof yields. It 
can be shown however that algebraic numbers, and e* for rational x, 
and x, are all primitive-recursively irrational, the associated func- 
tions à and j being primitive recursive. Direct proof not only 
merits more confidence but yields more information. The same 
situation arises when we consider transcendence; the classical 
indirect proof suffices to establish the quasi-recursive transcendence 
of e and x, but to prove primitive-recursive transcendence direct 
proofs are needed, and have been found by a more detailed analysis 
of the method employed in the indirect 1 proof. 

One of the ways of gaining insight into the nature of the entities 
of mathematics is to trace the evolution of the concept of a formal 
system. Let us consider for example Euclidean Geometry. The 
theorems of geometry we may suppose originated in the « building 
mathematics » of the Egyptians. The use of a loop of cord of 
12 units length, divided into three parts of lengths 3, 4, and 
5 units, to construct a right angle is the source of Pythagoras’ 
theorem, and the practice of laying out a hexagon using a single 
cord of constant length to describe a circle and mark off the vertices 
of the hexagon, is one of the child’s introductions to cirele geometry 
to this day. At this stage geometry is all «geometrical drawing ». 
The circle, line or triangle are physical marks, not concepts. The 
construction is copied, not recreated, each time it is used. An 


1 Doubts concerning the validity of the use of quantifiers and of indirect 
proof led me, in 1938, to the construction of the equation calculus, a free 
variable system in which recursive arithmetic and recursive analysis may 
be codified without postulating any logical axioms. Finding no appre- 
ciation of this system in England or the United States, I sent an account 
of it to Professor Bernays just before the outbreak of war and our sub- 
sequent correspondence travelled to and fro across Europe, no doubt 
unnecessarily worrying the Censorship of three countries. 

I am glad to have this opportunity to record Professor Bernays’ imme- 
diate mastery of the system exemplified by the new proof of theorems on 
substitution and induction which came to me almost by return of post. 
The encouragement which he then offered me gave me the strength of pur- 
pose to continue working during the dark days of the war, and like so many 
mathematicians, in Europe and in the United States, I never cease to be 
grateful to Professor Bernays for his generous advice and assistance given 
so freely from his encyclopaedic knowledge, his great skill and the breadth 
and depth of his understanding. 
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analogous situation in arithmetic is found in the work of the 
amateur mathematician. For instance an amateur mathematician 
recently made the following discovery, (not of course in this 
notation). 

Let SF (x) be the sum obtained by replacing each of the first k 
terms in the series 1 +3 +5 +... + (2n — 1) by the number x, 
then the number 8N — 1 is composite if and only if there are 
numbers k, n with k < n, such that 


1 CE L L —"CX Let: 
SN = (So EN = sk 5) 


The discovery had presumably been made by an extensive 
study of particular cases and the discoverer had little knowledge 
of algebra or proof processes. Merely because the discovery is 
concerned with numbers does not of course make it mathematical ; 
the man who screws the house number on the door is concerned 
with numbers, but not with mathematics. What makes the dis- 
covery mathematical is clearly that it adds something to the sum 
of mathematical knowledge, but it must be remembered that what 
is added is just the specific instances of the result which are shown 
to hold ; the fact that the general result is provable (by quite other 
methods of course) does not make the original discovery something 
more general than in fact it was. We are often too ready to see 
the discovery of the general in the discovery of the particular, by 
a false analogy with the physical sciences. If after 20 experiments 
we find that sulphur melts at 115° centigrade, and maintain that 
figure in the face of all subsequent experiment, then we are making 
melting at 115° a defining property of sulphur. One who maintained 
the universality of a property which held only for the first 20 num- 
bers (saying for instance that all calculations which led to opposed 
results were necessarily erroneous) would not be held to be making 
a contribution to mathematics. Of course there is a situation in 
mathematics more closely analogous to the physical one. The 
«laws » of arithmetic like 2 +3 —5 were no doubt originally 
statements of observed fact and now have the force of convention, 
but this we shall come to shortly. 
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The second stage in the development of a formal system is the 
discovery of connections between the observed facts. For instance 
that the square on the hypotenuse may be cut up and rearranged 
to form the squares on the other two sides of a right angle triangle, 
or that the area of a triangle is equal to half the product of its 
height and base, and so on. From these connections the concepts 
are beginning to emerge. In the next stage the notion of a con- 
nected chain of theorems is dominant. Results depend upon one 
another, the notion of proof is implicit and «reasonable » assump- 
tions are sought for as starting points; but the important thing 
is that a body of facts are being woven together, and the formation 
of these links is as much a mathematical activity as the original 
observation of the «facts». Then the nature of the connections 
themselves becomes the subject of inquiry and proof is formalized 
and incorporated into the body of results. At the final stage all 
preconceptions about the necessary character of the proof processes 
and the origins of the subject matter are deliberately cast away 
and the formal system is born. Mathematics is not any one part 
of this evolutionary process, for the whole process of development, 
at each stage, is a mathematical activity. The creation of the 
formal system, and its manipulation, are mathematics. And the 
formal system itself is not the end stage in mathematics, for the 
process of making similarities and differences, of finding out 
general features and connections, now starts all over again, but this 
time the formal systems themselves are the object of study, instead 
of circles and numbers. 

In the evolution of a formal system, what develops is the idea 
of proof. The contrast between an intuitive and a formal proof 
is often misunderstood. It is sometimes said that we have a pre- 
conceived intuitive notion of proof which eventually finds expression 
in formal proof, as if the formal proof was somehow already pre- 
sent in our mind and seeks only for expression. This may or may 
not be partially true as a matter of history, but it is a misleading 
picture from the point of view of the analysis of concepts. What 
is accepled as proof itself evolves. It is no more true to suppose 
that the concept of proof is inborn in man than to suppose that 
traffic regulations are inborn. Just as traffic regulations have per- 
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force grown more and more involved and extensive as traffic has 
grown denser, so the fecundity of mathematical invention has made 
a more definite and formal proof concept necessary. Another 
common misunderstanding takes the opposed viewpoint that ulti- 
mately proof is not formalizable. This view arises from the 
contrast between the operation of a formal system and the proof 
of general results about the system. The difference is simply that 
between proof in one system and proof in another. The fact that 
the second system—the metasystem—may not be formalized is an 
inessential difference. We are still operating a system with rules 
even if we have not taken the trouble to make the rules precise. 
The distinction between a formal system without meaning at one 
level and a meaningful metamathematics at the next seems to me 
quite untenable. 

Fundamentally mathematics is a concept creating activity. 
The mathematician does not study the world as nature, he is not 
classifying his experiences, like a Zoologist. The triangles and 
circles of geometry are created by mathematics. Certainly it is 
true that triangular objects and circular objects are part of our 
everyday experience, and these objects may serve as the triangle 
and circle of geometry. But when they so serve it is not their 
physical properties that we study. We use them to draw attention 
to certain general features, to certain connections and to certain 
differences. We use them, not as physical objects, but as symbols. 
Precisely the same situation occurs in language when we use certain 
shapes—or sounds—as words. 

If mathematics had no applications then it would indeed be 
«merely a game». Even so, not a meaningless game, as it some- 
times said, for operating with symbols in a coherent structure is 
itself meaningful ; language itself is nothing else than operating 
with symbols. But the application of mathematics is one part of 
mathematics and the meaning of its concepts reflects this appli- 
cation. Before arithmetic became a formal system, its theorems 
derivable from axioms by formalized rules of procedure, the sen- 
tences of arithmetic, as we have already observed, expressed the 
facts of experience. Two apples and three apples make five apples, 
and so on. In the course of time this led to the formalization of 
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the rule 2 +3 = 5, and «two apples and three apples make five 
apples » became an application of the rule. The fact that drops 
of water may not behave in accordance with the rule, is not 
allowed to challenge the rule qua rule ; the arithmetic of apples is 
not the arithmetic of water droplets. That 2 +3 = 5 is derivable 
from suitable definitions of addition and of the numbers 2, 3 and 5 
is another mathematical discovery. Formal arithmetic grew out 
of the everyday arithmetic of apples and pears, by allowing the 
expression of a fact to fossilise into a convention—a process that 
is always misleadingly called abstraction, as if the rule were some- 
how contained in the fact and then drawn out. 

Of all the entities of mathematics the oldest and the most 
important of course is the natural number ; number is one of the 
chains which binds mathematics to the real world. Nevertheless, 
numbers are dispensable, and everything which can be said by 
means of number words can be said without them—the sacrifice 
of the number words involves language in well-nigh intolerable 
complications, but the words are dispensable. To say that a room 
has three windows is just to say that it has a window and a window 
and a window. And to say that it has two doors is to say that 
it has a door and a door. The number concept is created by 
treating «a window and a window and a window » as an «appli- 
cation instance » of the rule «x +x +zx=(1 +1 +1)x» by 
means of which «a window and a window and a window » is trans- 
formed into «one and one and one window.» The final step of 
introducing the abbreviations « one and one is two », « two and one 
is three » is not essential to the generation of the number concept. 
It is this last step which is performed by counting, so that counting 
does not determine the number of a class but transforms that 
number from one notation to another. Counting is a process of 
translation not of discovery. The difference, between number 
signs and other words is that number signs are spelt by a rule. 
Number signs (we may say) are words « spelt » with the letter 1, 
and this letter alone. This is all that we mean when we say that 
the class of numbers is infinite; that we impose no limit to the 
length of number words. Any word spelt only with L’s is a number 
sign, like 1111 or 111111 (we are not now thinking of a positional 
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notation in a scale). All this is clear enough ; the difficulty starts 
when we look for that of which the number-sign is a sign. By 
analogy with chairs and the word « chair » we look for that which 
the word is supposed to denote. But to use Frege’s pregnant dis- 
tinction, words may have either sense, or denotation, or both. 
The denotation of « chair » is chair, but this is not the sense of the 
word, and the physical object is not the concept. Frege was 
unable to explain the origin of the sense of a word, and it was 
Wittgenstein who first showed us that what gives a word « sense » 
is the part which it plays in the language to which it belongs. The 
sense of the number words, the numerals, is to be found only in 
arithmetic itself. Frege and Bertrand Russell both sought a deno- 
tation for number words in classes of similar classes, but they 
found only a new concept. The intuitionists choose to found 
arithmetic on psychology, on our supposed fundamental intuition. 
The fallacy of basing mathematics on psychology has been bril- 
liantly exposed in Frege’s writing; and if Frege’s words are not 
enough we may add the evidence of recent psychological experi- 
ments which appear to show the young child to be devoid of the 
number sense. It would seem then that the number concept is to 
be found only in the transformation rules of arithmetic, and the 
use of collections as number signs. The question « what is number » 
must be replaced by the wider question « what is arithmetic and 
what are its applications. » 

Frege and Russell criticized the formalist treatment of number, 
the view that the number concept derives from the transformation 
rules of the number signs, by saying that this view resulted from 
a confusion of number with numeral. That 2 +3 — 5 is not an 
assertion about numerals, since clearly «2 + 3 » is not the same 
sign as «5». But Frege’s criticism is based in part on a misunder- 
standing of the equality sign. In «2 +3 — 5 » the equality sign 
expresses the fact that the sign «2 +3» is a transform of the 
sign «5». The two sentences «the sum of the numbers two and 
three is the number five » and « the numeral , 5 ” is a transform of 
the sign ,2 +3”’» have the same meaning, an instance of the 
duality of sign and concept sentences which is the kernel of 
Wittgenstein’s theory of meaning. 
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There is however a fundamental difference between the con- 
struction of arithmetic in a calculus in which the only axioms are 
function definitions and, say, the postulation of a set of axioms for 
complex numbers. In the former case the problem of contra- 
diction does not arise acutely because no new definition imposes'a 
restriction on the elements already introduced, but the axiom 
system for complex numbers deliberately contradicts the familiar 
properties of real numbers and the question whether the axioms 
are contradictory is immediately forced upon us. Itis not whether 
complex numbers exist which is in question but whether a certain 
use of signs is consistent or not. It is a confusion of these two 
situations which on the one hand lead Frege to distrust the formal 
method and on the other hand gives rise to the misconception that 
axioms per se create concepts. For it is essential to a knowledge 
of the concept to know its relation to other concepts. Thus the 
construction of complex algebra as an algebra of ordered pairs is 
to be preferred to the axiomatic method, not because it is more 
concrete or « constructive » but because it reveals the connections 
(and the differences) between real and complex algebra more 
clearly. 

It has been known for the past 25 years that no formalization 
of arithmetic is complete ; that there are results which we recogn- 
ise as correct by stepping out of the formalism which cannot be 
proved within the system. And furthermore that no formalism 
categorically determines the number concept. This has led, in 
recent years, to a return to a so called « realist » view of the nature 
of mathematics, the view that numbers and their properties 
belong to the « real world » and are only inadequately represented 
by formal systems. Mathematics is once again regarded as a 
branch of physics studying the world around us, or a branch of 
psychology studying mental constructs and operations. Impor- 
tant though these discoveries are, they do not constitute a refu- 
tation of the view that the concepts of mathematics are created 
by mathematics. To say that no one formalisation of arithmetic 
encompasses the whole of arithmetic means only that we recognise 
arithmetic to be without end, not that the whole of arithmetic 
already exists in the world around and lies waiting to be discovered. 
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To talk of a «formalization of arithmetic » irresistibly tempts us to 
think that there must be something which is being formalized, not 
just some other « formalism.» But the fact that no codification is 
complete or categorical, does not mean that arithmetic is some- 
thing other than a system of rules. It is often said that Parliament 
cannot formulate a law which leaves no loophole through which 
the wily may escape, but this does not lead us to abandon law- 
making. We continue to make new laws. That no codification 
is categorical is only another way of saying that no language can 
be absolutely free from misunderstanding. 
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Abstract 


The crux of the dispute between formalism and intuitionism, it is held, 
is not whether certain entities exist or not, but how the term function shall 
be used in mathematics. The identification of effective definition with 
general recursion fails because an undefined function lies concealed beneath 
the requirement of a finite number of substitutions, and a fresh characteri- 
zation of effective definition is sought in terms of a hierarchy of ordinal 
recursions. 

A correspondence exists between primitive recursive properties and 
direct proofs, of irrationality and transcendence for instance, and between 
general recursive properties and indirect proofs. 

Mathematics is a concept creating activity and the distinction between 
a formal mathematics devoid of meaning, at one level, and a meaningful 
metamathematics at the next is considered to be untenable. 


Résumé 


La controverse entre les formalistes et les intuitionistes ne repose pas, 
considère-t-on, sur l’existence ou la non-existence de certaines entités, mais 
sur l’usage du terme fonction en mathématiques. L'identification de la 
définition effective avec la récursion générale n’est pas valable parce qu’une 
fonction indéfinie est dissimulée sous la nécessité d’un nombre fini de sub- 
stitutions, et une nouvelle caractérisation de définition effective est recher- 
chée sous forme de hiérarchie de récursions ordinales. 

Il existe, d’une part, une correspondance entre les propriétés primitives 
récursives et les preuves directes, d’irrationalité et de transcendance par 
exemple, et, d’autre part, entre les propriétés récursives générales et les 
preuves par l’absurde. 

Les mathématiques sont une activité créatrice de concepts, et la dis- 
tinction entre les mathématiques formelles dépourvues de sens et, sur le 
plan supérieur, une méta-mathématique chargée de sens, ne semble pas 
justifiée. 


ZUM EINFACHHEITSPRINZIP 
IN DER WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG 


von Hans HERMES, Münster 


1. Nehmen wir an, dass wir die Gesetze, die in irgend einem natur- 
wissenschaftlichen Gebiet gelten, beschreiben wollen mittels gewisser 
vorgegebener Grundbegriffe mit festliegenden Bedeutungen. Als 
môgliche Gesetze kommen dann a priori alle mit Hilfe dieser Grund- 
begriffe im Rahmen einer Sprache bildbaren Aussagen in Betracht. 

Eine derartige Aussage À wird von einem Naturwissenschaftler 
im allgemeinen nicht mit Sicherheit behauptet werden. Sie ist viel- 
mehr für ihn nur eine Hypothese, der er eine mehr oder minder 
grosse « Wahrscheinlichkeït » qg (A) mit 0 £ q (A) £ 1 zuspricht. 
Was bedeutet dabei diese Wahrscheinlichkeit? Man kann g (A) 
eine Bedeutung geben durch die folgende Überlegung : Wir stellen 
uns vor, dass der Naturwissenschaftler seine Hypothesen gegen- 
über einem beliebigen « Gegner » vertreten muss in der Weise, dass 
er gezwungen werden kann, mit dem Gegner Wetten über A ab- 
zuschliessen, bei denen die môglichen Gewinne oder Verluste von q 
abhängen. Genauer soll folgendes festgesetzt werden : 

(a) Der Naturwissenschaîftler kann gezwungen werden, über 
eine Aussage À zu wetten in der Weise, dass er den Betrag 
(1 — g (A)) S(A) mit S (A) > 0 erhält, wenn A bestätigt wird, 
dagegen die Summe gq(A)S (A) zahlen muss, wenn A widerlegt 
wird. Das Verhältnis v — môglicher Gewinn : môglicher Verlust ist 
gleich (1 — q (A)): q (A), wird also umso kleiner, je grôsser q (A) 
wird. Man wird eine Wette auf À mit kleinem v nur dann ab- 
schliessen, wenn man fast sicher ist, dass A bestätigt werden wird. 
q (A) gibt also bei dieser Auffassung ein Mass für das Vertrauen, 
welches der Naturwissenschaftler in die Hypothese A setzt. 

(b) Der Naturwissenschaftler kann auch gezwungen werden, 
über À in der Weise zu wetten, dass er den Betrag (1 — q (A))S (A) 
mit S (A) > 0 zahlen muss, wenn A bestätigt, dass er dagegen den 
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Betrag q (A) S(A) erhält, wenn A widerlegt wird. Hier ist das 
Verhältnis v — môglicher Gewinn: môglicher Verlust gleich 
q (A): (1 — q (A)), also klein bei kleinem g. Eine solche Wette 
wird man nur dann eingehen, wenn man fast sicher ist, dass A 
nicht eintrifft. Wieder ist dann q (A) ein Mass für das Vertrauen, 
welches der Naturwissenschaftler À schenkt. — Man beachte, dass 
(b) sich unter (a) formal subsumieren lässt, wenn man in (a) 
zulässt, dass S (A) < 0 sein darf. 

(c) Schliesslich soll noch festgesetzt werden, dass der Natur- 
wissenschaftler gezwungen werden kann, mit dem Gegner simultane 
Wetten über beliebige Hypothesen A,,..., A; abzuschliessen, 
wobei die gesamte Zahlung sich additiv aus den einzelnen Zahlungen 
gemäss (a) beziehungsweise (b) zusammensetzen soll. Der Gesamt- 
gewinn S des Naturwissenschaftlers berechnet sich dann nach der 
Formel : = 

S—Ÿ '(m (AD —q (An) S (AD S (AD = 0, 
k=1 
wobei m (A,) — 1 oder O ist, je nachdem ob A, bestätigt oder 
widerlegt wird. S kann auch negativ sein, was besagt, dass der 
Gegner die Summe |S| erhält. 

Im Hinblick auf die betrachteten Wetten wird man nicht jede 
Wabhl der Funktion q (A) gutheissen. Man kann eine Funktion q (A) 
als «nicht unvernünftig » bezeichnen, wenn für beliebige A,, ...,A, 
die Bedingung erfüllt ist, dass für jede vom Gegner vorgeschlagene 
Wette um A,,..., À, mit den Wettsummen S (A,),...,S (A,) gilt : 
Besteht eine logische Môglichkeïit dafür, dass der Gegner gewinnt, 
so besteht auch eine logische Môüglichkeit für den Gewinn des 
Naturwissenschaftlers. 

Die Idee, die Gesetze der Wahrscheinlichkeitstheorie mittels 
Wettvorstellungen in dieser Weise zu begründen, geht auf de 
Finetti und Ramsey (1928) zurück. In den letzten Jahren haben 
Shimony, Lehman und Kemeny explizit bewiesen, dass eine Wette 
genau dann nicht unvernünftig ist, wenn die Funktion gq (A) die 
folgenden Gesetze erfüllt 1 


: Die zuletzt genannten Autoren führen ihre Überlegungen für bedingte 
Wabrscheïinlichkeiten c (A, E) durch und begründen damit ein entsprechendes 
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(1) q (A) Z 0. 

(2) q (A) = 1 für analytisches A. 

(3) q (A V B) = q (A) + q (B) für kontradiktorisches À A B. 
(4) q (A) < 1 für nicht analytisches A. 


(1), (2), (3) sind die Axiome, welche Kolmogoroff der Wahr- 
scheinlichkeïitstheorie zu Grunde gelegt hat. 


2. Die genannten Axiome (1), (2), (3), (4) legen die numerischen 
Werte von q nur für analytische und kontradiktorische Aussagen 
fest. Sie gestatten auch nur in mehr oder minder trivialen Fällen 
die Herleitung von Abschätzungen der Form q (A) < q (B), so dass 
man, Wenn man Weiter kommen will, neue Axiome hinzunehmen 
muss. 

Weitere Axiome für die Wahrscheinlichkeitstheorie sind vor 
allem von Carnap aufgestellt worden !, welcher gezeigt hat, dass 
man aus ihnen eine Reïhe von besonders für die Anwendungen 
wichtigen Tatsachen deduzieren kann. Man wird nun den Wunsch 
haben, auch für solche weiteren Axiome eine einleuchtende Be- 
gründung zu haben ?. 

Man wird sich zunächst fragen, ob man aus der Vorstellung, 
dass Wahrscheinlichkeïitsquotienten Wettsituationen bestimmen, 
mehr herausholen kann, als dies zur Begründung der Axiome 
(1), ..., (4) geschehen ist. Diese Frage muss jedoch verneint 
werden, wWenn man gewisse naheliegende Einschränkungen machit ÿ. 

Man muss sich also nach neuen Prinzipien umsehen, wenn man 
weitere Axiome begründen will. Im folgenden soll berichtet werden 
über einige in der letzten Zeit in Münster unternommene Versuche, 
hier weiter zu kommen mit einem Einfachheitsprinzip. Der Aus- 
gangspunkt der Überlegungen war die These, dass die einfachere 
Hypothese die wahrscheinlichere ist. Dies ist mehrfach von 


Axiomensystem, was letzten Endes auf dasselbe hinauskommt. Wegen der 
grôsseren Einfachheiït beschränken wir uns in Folgendem auf die Betrachtung 
der qg (A). Entsprechende Überlegungen lassen sich jedoch auch für die 
bedingten Wahrscheïinlichkeïiten c (A, E) durchführen. 

1 Vol. Carnap [1], [2], [3]. 

2 Carnap selbst sagt ziemlich wenig zur Begründung der von ihm ange- 
gebenen Axiome. Û 

8 Vgl. Oberschelp [1]. 
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hervorragenden Naturwissenschaftlern ausgesprochen worden. Eine 
solche These bleibt unbestimmt und damit praktisch unanwendbar, 
solange man nicht exakt definiert, was dabeï unter Einfachheiït zu 
verstehen ist. Man kann hier zu einer Präzisierung gelangen, wenn 
man gewillt ist, die Einfachheit mit der sprachlichen Einfachheit 
in Verbindung zu bringen, welche mehr oder minder mit der 
sprachlichen Kürze zusammenfällt. Man wird bei der Untersuchung 
zweckmässigerweise eine formale Sprache zugrunde legen. Als 
solche nehmen wir im Folgenden die Sprache der Prädikatenlogik 
mit Identität. Es sollen endlich viele Prädikatenvariablen P,,..., 
P,, vorkommen, welche wir als einstellig annehmen wollen. Ferner 


sollen endlich viele Individuenkonstanten c,;, ..., c, auftreten, 
sowie beliebig viele Individuenvariablen x, y, .... Aus den ato- 
maren Ausdrücken P;c;, Pix, &æ = c;, x —y, ... lassen sich zu- 


sammengesetzte Ausdrücke bilden unter Verwendung der üblichen 
aussagenlogischen Verknüpfungen 1, À, V, —, «+ sowie der Gene- 
ralisatoren /\ und der Partikularisatoren \/. Aussagen sollen die 


Ausdrücke sein, welche keine freien Variablen x, y, ... enthalten. 

Wenn man ein Einfachheitsprinzip für die Wahrscheinlichkeits- 
theorie präzisieren will, muss man vier Fragen beantworten : 

(1) Was soll unter der Länge einer Aussage verstanden werden ? 

(2) Wie soll der Einfachheitsbegriff mit dem Längenbegriff für 
Aussagen in Verbindung gebracht werden ? 

(3) Soll eine Einfachheitsbeziehung für beliebige Aussagen er- 
klärt werden, oder soll man sich dabei zum Beiïspiel auf eine spe- 
zielle Klasse von Aussagen beschränken ? 

(4) Durch welches Axiom soll der Zusammenhang zwischen dem 
Einfachheiïtsbegriff und dem Wahrscheinlichkeitsbegrift hergestellt 
werden ? 


3. Zunächst soll nun berichtet werden über die Vorschläge, mit 
denen Kiesow ! diese Fragen beantwortet hat. 

ad (1) : Man kônnte unter der Länge einer Aussage A die Anzahl 
der in À vorkommenden Einzelzeichen verstehen. Kiesow hat das 
vereinfacht, indem er nur die Zahl der in À vorkommenden Atome 


1 Vgl. Kiesow [1]. 
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zähit. Nach dieser Festsetzung ist zum Beispiel die Länge von 
/\ (Pir—rz= 0 V Pt) ee. P,x gleich 4, da in dem betrachteten 


Ausdruck die Atome P,x, re — €» P,%, P,zx auftreten. 

ad (2): Âquivalente Aussagen A A, beschreiben denselben 
« Sachverhalt », oder, in wahrscheinlichkeitstheoretischer Termi- 
nologie, dasselbe « Ereignis ». Man interessiert sich in der Wahr- 
scheinlichKkeïtstheorie letzten Endes für diesen Sachverhalt. Dies 
kommt dadurch zum Ausdruck, dass q (A;) mit q(A,) überein- 
stimmt, was bereits aus (1), ..., (4) hergeleitet werden kann. Man 
wird also einen Einfachheïitsbegriff einführen wollen, der primär 
auf Sachverhalte zugeschnitten ist. Die Einfachheit eines Sach- 
verhaltes ist nun bei dem hier gewählten Aufbau nicht etwas, was 
diesem Sachverhalt «an sich » zukommt. Sie ist vielmehr bestimmt 
letzten Endes durch den Menschen, welcher eine Sprache ver- 
wendet, in der er diesen Sachverhalt beschreibt1. Ein Sachverhalt 
ist nach vorangehender Wahl einer Sprache umso einfacher, je 
kürzer er in dieser Sprache beschrieben werden kann. So kommt 
man zu dem Vorschlag, die Einfachheit eines Sachverhaltes zu 
messen durch die Länge einer kürzesten diesen Sachverhalt be- 
schreibenden Aussage. Die Einfachheit eines Sachverhaltes ist also 
sprachlicher Natur, worauf ausdrücklich hingewiesen sein soll. 

In einem übertragenen Sinne kann man auch einer Aussage À 
eine Einfachheit zuordnen, indem man diese identifiziert mit der 
Einfachheit des Sachverhaltes, der durch A gekennzeichnet wird. 
Die Einfachheit E (A) einer Aussage À in diesem Sinne ist also 
die Länge einer kürzesten zu À äquivalenten Aussage B. 

ad (3). Wenn man unterschiedslos für alle Aussagen in der 
soeben geschilderten Weise eine Einfachheiït einführen und diese 
mit dem sogleich zu besprechenden Axiom (5) mit der Wahr- 
scheinlichkeit in Verbindung bringen wollte, so käme man zu 
Behauptungen, die schon allein deshalb abzulehnen sind, weil sie 


1 Man beachte hierzu, dass es sich nur um eine Art « Modellüberlegung » 
handeln kann, wenn versucht wird, Einfachheiten und Wahrscheïnlich- 
keiten auf künstliche formale Sprachen zu beziehen. Man kann sich vor- 
stellen, dass das wirkliche Verhalten des Naturforschers bestimmt ist durch 
vielleicht nur unbewusste Einfachheitsvorstellungen, die eine gewisse Be- 
ziehung zur natürlichen Sprache haben. 


8 
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bereits den Axiomen (1), ..., (4) widersprechen. So ist zum Bei- 
spiel eine Kontradiktion ebenso einfach wie eine analytische Aus- 
sage, aber nicht von derselben Wahrscheinlichkeit. Angesichts 
dieser Tatsache wird man einen Ausweg zum Beispiel darin suchen, 
dass man nur eine Teilklasse K von Aussagen axiomatisch mittels 
der Einfachheit mit der Wahrscheïnlichkeit in Verbindung bringt. 
Es wird empfehlenswert sein, eine solche Teilklasse K zu wählen, 
deren Aussagen in einem gewissen Sinne von «gleicher Stärke » 
sindi. Kiesow wählt K als die Klasse der « Deutungsbeschrei- 
bungen ». Unter einer Deutungsbeschreibung D soll jede Aussage 
verstanden werden, für welche gilt : Für jedes i = 1, ..., m und 
jedes j — 1, ..., n ist entweder P;c; oder 1P;c; aus D ableitbar. 
Der einer Deutungsbeschreibung D entsprechende Sachverhalt, 
der eine Deutung genannt werden soll, ist also vollständig in dem 
Sinne, dass jede beliebige Aussage entweder aus D abgeleitet 
werden kann, oder aber mit D im Widerspruch steht. Man wird die 
Deutungsbeschreibungen als Aussagen gleicher Stärke ansehen 
kôünnen. Diese Aussagen haben insbesondere den Vorzug, dass sie 
« Elementarereignisse » darstellen, deren Wahrscheinlichkeiten nach 
(1), ..., (4) (bis auf eine Normierungsbedingung) willkürlich als 
nichtnegative Zahlen angenommen werden dürfen und die, wieder 
auf Grund von (1), ..., (4), die Wahrscheinlichkeit jeder beliebigen 
Aussage bestimmten. Die « state descriptions », welche bei Carnap 
eine ausgezeichnete Rolle spielen, sind nichts anderes als normierte 
Deutungsbeschreibungen. 

ad (4) : Mit Hilfe des vorhin definierten Einfachheiïtsbegriffes 
fordert Kiesow als weiteres Axiom der Wahrscheïinlichkeitstheorie 


(5) E (D,) < E (D;) genau dann, wenn q (D;) < q (D,). 


Es ist zu beachten, dass diese Forderung nicht für beliebige Aus- 
sagen, sondern nur für Deutungsbeschreibungen ausgesprochen 
wird. Ferner sei bemerkt, dass die Intuition, die der Redeweise 
«die einfachere Hypothese ist die wahrscheinlichere » zugrunde 
liegt, zunächst nichts über den Fall gleich einfacher Deutungs- 


1 Zu einer Präzisierung des Stärkebegriffs vgl. eine demnächst erschei- 
nende Abhandlung von Kiesow. 
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beschreibungen D,, D, aussagt. Verlangt man darüber hinaus, dass 
solchen Deutungsbeschreibungen die gleichen Wahrscheinlich- 
keïten zukommen sollen, so erhält man die Âquivalenz (5), aus der 
man auch wieder umgekehrt schliessen kann, dass Deutungs- 
beschreibungen D,, D, gleicher Einfachheit gleich wahrscheinlich 
sind !. 


4. Der Kiesowsche Einfachheïtsbegriff hat (wenigstens vor- 
läufig) den Schônheitsfehler, dass kein Verfahren bekannt ist, mit 
dessen Hilfe man E (D) für beliebige Deutungen schnell berechnen 
kann ?). 

Weiter kônnte man den folgenden Einwand erheben: Es ist 
eine historisch gewordene Tatsache, dass in den meisten formalen 
Sprachen Symbole für die Negation, die Konjunktion, die Alter- 
native, die Implikation und die Âquivalenz auftreten, und keine 
Symbole für andere aussagenlogische Verknüpfungen. Auch die 
von Kiesow zu Grunde gelegte Sprache enthält genau diese Symbole. 
Nun sind aber bekanntlich verschiedene dieser Verknüpfungen im 
Prinzip entbehrlich, zum Beispiel die Âquivalenz. Geht man zu 
einer neuen Sprache über, indem man auf das Symbolfür die Âquiva- 
lenz verzichtet, also zu einer Sprache mit gleicher Ausdrucksfähig- 
keit, so zeigt es sich, dass es Deutungsbeschreibungen D, und D, gibt, 
so dass E (D,) < E (Dj) in der ersten Sprache, aber E (D,) < E (D,) 
in der zweiten Sprache gilt. Darin kommt sehr deutlich zum Aus- 
druck, dass der Einfachheïtsbegriff und damit auch der durch (5) 
bestimmte Wahrscheinlichkeitsbegriff sprachabhängig sind. So 
befremdlich eine solche Tatsache auch demjenigen auf den 
ersten Blick scheinen mag, der von der Wahrscheinlichkeit von 


1 Man kann die Forderung gleicher Wahrscheinlichkeïten für gleich ein- 
fache D,, D, dadurch motivieren, dass man sagt, man habe vom Standpunkt 
der Wett- und Einfachheitstheorie keïinen Anlass, D, und D, verschiedene 
Wahrscheinlichkeiten zuzuordnen. In ähnlicher Weise hat man gelegentlich 
vom Standpunkt der Kolmogoroffschen Axiome aus gefordert, dass alle D,, 
D, dieselbe Wahrscheinlichkeit haben sollten, da man keine Môglichkeit sah, 
eine Deutung der anderen vorzuziehen. Dies hat allerdings zu unerwünschten 
Konsequenzen geführt. Vgl. Carnap [1], S. 565. 

2 Für partielle Ergebnisse in dieser Hinsicht sei auf die Abhandlung von 
Kiesow [1] verwiesen. Im übrigen ist E (D) natürlich berechenbar im Sinne 
der Theorie der rekursiven Funktionen. 
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Ereignissen spricht, und dabei meint, dass Ereignisse «an sich» 
existieren, so selbstverständlich erscheint die Môglichkeït, dass die 
Wahrscheinlichkeit sprachabhängig ist, jedem, der die Auffassung 
vertritt, dass Ereignisse, über deren Wahrscheïnlichkeit es sich 
wissenschaftlich zu reden lohnt, eigentlich erst durch die Aussagen 
einer Sprache definiert werden. 

Immerhin wird man wünschen kôünnen, eine solche Einfachheits- 
definition zugrunde zu legen, bei der die Sprachabhängigkeit nicht 
so krass in Erscheinung tritt, wie dies im oben genannten Beispiel 
der Fall ist. Man kann hoffen, zu einer derartigen Definition zu 
gelangen, wenn man eine Sprache zugrunde legt, bei der alle aus- 
sagenlogischen Verknüpfungen zugelassen werden, also insbeson- 
dere auch die üblicherweise nicht vorkommenden ein- und zwei- 
stelligen Verknüpfungen, ferner alle dreistelligen Verknüpfungen, 
vierstelligen Verknüpfungen usf. W. Oberschelp hat eine derartige 
Sprache betrachtet. Beschränkt man sich wieder, wie es Kiesow 
getan hat, auf die Deutungsbeschreibungen D, und wählt man die 
Kiesowschen Definitionen für die Länge und für die Einfachheit 
(aber jetzt alles in der neuen Sprache), so erhält man eine Einfach- 
heit für Deutungsbeschreibungen, welche im Unterschied zu E (D) 
mit E,,.(D) bezeichnet werden soll. Natürlich gilt E (D) £ E (D). 

Es zeigt sich, dass man auch bei Zugrundelegung der «histo- 
rischen » Sprache mit den üblichen aussagenlogischen Verknüp- 
fungen zu einem Einfachheïtsmass kommen kann, welches mit 
E (D) übereinstimmt. Man hat dabei nur die Kiesowsche Defini- 
tion der Länge eines Ausdrucks dahingehend zu modifizieren, dass 
man mehrfach vorkommende Atome nur einfach zählt 1. 

E,.(D) lässt sich im Unterschied zu E (D) leicht berechnen : 
Jede Deutungsbeschreibung D induziert eine Klasseneinteilung in 
der Menge {c,, ...,c,} aller Konstanten vermüge der Âquivalenz- 
relation =, welche definiert ist durch die Festsetzung, dass CnEiCE 
genau dann, wenn für jedes à aus D die Aussage P;c, genau dann 
ableitbar ist, wenn P;c; aus D ableitbar ist. Eine Klasse in bezug 
auf diese Âquivalenzrelation ist also eine maximale Menge im Hin- 


1 Demnach wäre die neue Länge des in Nr. 2 genannten Ausdrucks 
gleich 3. 
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blick auf D «ununterscheidbarer » Elemente. K sei nun eine be- 
züglich ihrer Kardinalzahl grôüsste derartige Klasse. K habe k 
Elemente. Denn ist E,,(D) = m + n — k. 

Bei gegebenem m und n hängt die Einfachheit also nur ab von k. 
Stellen wir uns vor, dass n — k relativ klein ist, so kônnen wir 
Sagen, dass die durch die Deutungsbeschreibung D gegebene 
« Welt » sich uniform verhält bis auf die « Ausnahmen » der Zahl 
n —k. D ist also umso einfacher, je weniger « Ausnahmen » es 
gibt. Man verlässt bei einer solchen Charakterisierung nicht den 
sprachlichen Ausgangspunkt, wenn man sich vor Augen führt, 
dass eine geringe Zahl von Ausnahmen deshalb als relativ einfach 
anzusehen ist, weil man die Ausnahmen (neben dem das normale 
Verhalten beschreibenden allgemeinen « Gesetz ») explizit erwähnen 
muss, was einen sprachlichen Aufwand erfordert, von dem man 
erwarten kann, dass er mit wachsender Anzahl der Ausnahmen 
wachsen wird. 

W. Oberschelp hat diesen Gedanken fortgeführt : k — k, sei die 
Anzahl der sich « normal » verhaltenden Individuen !. Dann kann 
man unter den n — k, « Ausnahmen » wieder eine grôsste Menge 
bezüglich D ununterscheidbarer Elemente herausgreifen. Diese 
habe die Anzahl k,. Man kann nun die bisherige Einteilung der 
Deutungsbeschreibungen nach ihrer Einfachheit verfeinern, indem 
man eine Deutung D, schon dann einfacher nennt als eine Deu- 
tung D,, wenn D, und D, dasselbe k, zukommt, wenn aber der Wert 
von k, für D, kleiner ist als für D,. Man kann entsprechend den 
Deutungen weitere Zahlen k, Z k, usf. zuordnen. 

Man gewinnt schliesslich für jede Deutung D eine « Unifor- 
mitätsreihe ?» k = kK 2 ... = krçp) mit k + ... + kr) = n. 
Man kann nun auch die Einfachheit von D charakterisieren durch 
diese Folge : 

PAL) = KES, Kr(DD. 


Die hier in Frage kommenden Folgen lassen sich in natürlicher 
Weise «lexikographisch » ordnen. Damit wird E,(D,) < E, (D;), 


1 Man stelle sich vor, dass die Konstanten c;, ...,cA Namen für die 
Elemente eines n-elementigen Individuenbereiches sind. 
2 Bei Oberschelp « Strukturcharakteristik » genannt. 
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wenn das erste Glied, in dem sich E,(D,) und E,(D;) unter- 
scheiden, bei E, (D,) kleiner ist als bei E, (D,). Wenn E, (D;,) 
— E, (D,), so sollen D, und D, gleich einfach heissen !. 


5. Wir haben drei Einfachheitsbegriffe für die Deutungs- 
beschreibungen D betrachtet : das Kiesowsche Mass E (D) und die 
beiden Oberschelpschen Masse E..(D) und E, (D). 

Verschiedene Folgerungen für die Wahrscheinlichkeit ergeben 
sich aus (1), ..., (5) unabhängig davon, welchen dieser Einfachheits- 
begriffe man zugrunde legt. (Man beachte dabei, dass nur die durch 
die jeweiligen Einfachheitsbegriffe hervorgerufene Anordnung der 
Deutungsbeschreibungen für (5) eine Rolle spielt.) In allen Fällen 
lassen sich verschiedene Isomorphieaxiome von Carnap? aus (5) 
herleiten. Andere Axiome von Carnap sind wenigstens mit (1), ..., 
(5) verträglich 5. Für Sprachen mit nur einer Prädikatenvariablen 
stimmen darüber hinaus die Ordnungen der Deutungsbeschrei- 
bungen nach ihrer Eïinfachheit für E, E, und E,, vüllig überein. 

Dies gilt jedoch schon nicht mehr, sobald man zwei Prädikaten- 
variablen zulässt. Man wird sich angesichts des fundamentalen 
Charakters des Einfachheïtsprinzips nicht ohne weiteres mit einer 
solchen Divergenz zufrieden geben, sondern nach Kriterien fragen, 
auf Grund deren man eine Entscheidung zwischen den vorge- 
schlagenen Einfachheiïtsmassen treffen kann, oder die vielleicht zu 
einem besseren Einfachheïitsmass führen, für welches E, E., und 
E,, nur als Vorstufen anzusehen sind. Die Untersuchungen hier- 
über sind noch nicht abgeschlossen. Wir wollen im folgenden drei 
prinzipielle Bemerkungen machen zu der hier aufgeworfenen Frage. 

(i) Bei allen Überlegungen ist man grundsätzlich von dem 
Gedanken ausgegangen, dass die Einfachheïit im wesentlichen eine 
sprachliche Einfachheit ist. Von diesem Standpunkt aus wird man 
eine Einfachheitsdefinition kritisieren müssen, die dem hiermit 
gegebenen Prinzip nicht vüllig gerecht wird. Dies kann man fest- 


1 Die Grôssen k,, :.., kr(D) treten bereits bei Carnap [1] auf, allerdings 
ohne Bezugnahme auf eine sprachliche Einfachheitsvorstellung und ohne 
eine Ordnungsbeziehung. 

? Vgl. Carnap [1], [2], [3]. 

| * Wegen der Einzelheiten sei auf Kiesow [1] und Oberschelp [1] ver- 
wiesen. 
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stellen bei dem Einfachheitsbegriff E 1. Es ist bereits oben ver- 
merkt worden, dass man E (D) in der Sprache mit den üblichen 
aussagenlogischen Verknüpfungen definieren kann als die Länge 
einer kürzesten zu D äquivalenten Deutungsbeschreibung D’, aller- 
dings unter der Voraussetzung, dass man bei der Längenbestim- 
mung mehrfach auftretende Atome nur einmal zählt. Dies weicht 
aber von der ursprünglichen Intuition ab, da eine Aussage zweifellos 
komplizierter wird, wenn man sie verlängert dadurch, dass man 
ein bereits in ihr vorkommendes Atom mehrfach mit geeigneten 
Verknüpfungen adjungiert. Nimmt man dagegen die Definition von 
E,., (D) als die Länge einer (im Sinne mehrfach zu zählender gleicher 
Atome) kürzesten zu D äquivalenten Deutungsbeschreibung D’ in 
einer Sprache mit beliebigen beliebigstelligen aussagenlogischen 
Verknüpfungen, so kann das folgende eingewandt werden : Bei der 
Definition von E kann man sich einigermassen befreunden mit dem 
Gedanken, dass man bei der Bestimmung der Länge eines Aus- 
drucks nur auf die Zahl der Atome zu achten braucht, und die aus- 
sagenlogischen Verknüpfungen (nebst den Quantoren) ganz ausser 
Betracht lassen darf. Dies gilt jedoch sicher nicht mehr, wenn man 
beliebigstellige aussagenlogische Verknüpfungen zulässt. Man wird 
zugeben müssen, dass die Verwendung hochstelliger Verknüpfungen 
eine Komplikation mit sich bringen kann, die man nicht vernach- 
lässigen darf ?. Man müsste also die Längenbestimmung, die nach 
dem Vorschlag von Kiesow durch Zählung der Atome vorge- 
nommen wird, modifizieren, indem man die vorkommenden aus- 
sagenlogischen Verknüpfungen berücksichtigt. Eine entsprechende 
Korrektur müsste vielleicht auch für E vorgenommen werden; in 
der Tat wird man wohl zum Beispiel eine iterierte Verwendung von 
Konjunktionen als einfacher ansehen müssen als eine iterierte Ver- 
wendung von Âquivalenzen. 

(ii) Von den Axiomen der Wahrscheinlichkeiïtstheorie ist zu 


1 Und bei E,, wenn man auch E,, durch sprachliche Einfachheït moti- 
vieren Will. 

2 Dies gilt unbeschadet der Tatsache, dass Oberschelp gezeigt hat, dass 
man nur eine relativ kleine Anzahl mehrstelliger aussagenlogischer Ver- 
knüpfungen zur Herstellung kürzester Âquivalente für Deutungsbeschrei- 
bungen tatsächlich benôtigt. 
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fordern, dass sie die in der Praxis angewandten mit dem Wahr- 
scheinlichkeitsbegriff zusammenhängenden Schlüsse legitimieren 
oder zumindest nicht mit ihnen unverträglich sind. Hier soll nur 
ein solches Beispiel betrachtet werden. Nehmen wir an, dass 
empirisch festgestellt worden ist, dass von n Individuen r die 
Eigenschaft P, und s die Eigenschaft 1 P, haben, mit r +s <n. 
Betrachten wir nun ein noch nicht geprüftes Individuum. Wenn 
r <s (bzw. s <r)ist, werden wir annehmen, dass es wahrschein- 
licher sei, dass dieses die Eigenschaft P, (bzw. 1 P,) hat, als die 
Eigenschaft 1 P, (bzw. P,); wenn r —s, so werden wir diese 
beiden Ereignisse als gleich wahrscheinlich ansehen 1. Mit einigen 
unwesentlichen Normierungen kônnen wir dies zum Ausdruck 
bringen durch 1 


(6) q (Pia ÈS APiGA P,c,+ RENTE a4: Picrts 1 PiCr+5+1) 


Le à 
= q (P,cA. . ASP, CAN P;c,+11. . RPNEN P,c,3,1 1 Pc 
= 
genau dann, wennr ES 2, 


Man kann (6) aus (1), ..., (5) herleiten, wenn man eine Sprache 
mit nur einer Prädikatenvariablen zugrunde legt, also in einem 
Fall, bei dem E, E,, und E, äquivalent sind. Kiesow hat darüber 
hinaus gezeigt %, dass in diesem Fall unter Voraussetzung von 


1 Man kônnte hier das folgende einwenden. Hat man unter 100 Indi- 
viduen 99 geprüft und festgestellt, dass genau 50 etwa die Eigenschaft P, 
haben, also 49 die Eigenschaft 1 P,, so wird man unter Umständen nicht 
annehmen, dass das fehlende Individuum die Eigenschaft P, hat, sondern 
dass es die Eigenschaft 1 P, hat, weil dann eine Gleichverteilung 50 : 50 
vorliegt. Hierzu ist zu sagen : Wenn man an einem Ort 99 Menschen begegnet 
ist, von denen 50 blaue und 49 braune Augen haben, so wird man doch 
eher annehmen, dass der hundertste blaue hat, als braune. Man wird nur 
dann auf die Idee kommen, auf eine Gleichverteilung zu schliessen, wenn 
man auf Grund weiterer Kenntnisse einen Anhaltspunkt dafür hat. Dann 
handelt es sich aber nicht mehr um die hier zu besprechende einfache Frage- 
stellung, da man diese weiteren Kenntnisse bei der Berechnung der Wahr- 
scheinlichkeiten berücksichtigen müsste. Schliesslich ist zu beachten, dass 
die Gleichverteilung bevorzugt ist in einer solchen Sprache, in der man 
diese Tatsache einfach ausdrücken kann. Von solcher Art ist aber die den 
vorliegenden Betrachtungen zu Grunde gelegte Sprache nicht. 

2 Vgl. Carnap [1], pag. 207. 

3 Vgl. Kiesow [2]. 
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(1),..., (4) das Einfachheitsprinzip (5) äquivalent ist zu (6) nebst 
gewissen Carnapschen Isomorphieaxiomen. Bei mehr als zwei Prä- 
dikatenvariablen lässt sich immerhin noch ein Analogon zu (6) im 
Falle E,, aus (1), ..., (5) gewinnen. 

(ii) Eine wesentliche Bedeutung der Definitionen besteht be- 
kanntlich darin, dass man mit ihrer Hilfe komplizierte Tatsachen 
einfacher darstellen kann. Ein zufriedenstellender Einfachheits- 
begriff müsste diese Rolle der Definition berücksichtigen. Es sei 
übrigens bemerkt, dass Oberschelp E, als sprachlich fundierte Ein- 
fachheït mit Hilfe von Definitionen motiviert 1. 


1 Vgl. Oberschelp [1]. 
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Zusammenfassung 


Da die zuletzt von Shimony, Lehman und Kemeny ausgebaute Be- 
gründung der Wabhrscheïnlichkeitstheorie durch Zurückführung auf den 
Begriff der Wette im wesentlichen nur die Axiome von Kolmogoroff liefert, 
welche für die Anwendungen nicht ausreichen, muss man nach einem neuen 
Prinzip suchen, um weitere Axiome zu gewinnen. Als solches bietet sich 
an ein Einfachheitsprinzip, welches besagt, dass eine einfachere Hypothese 
die wahrscheiïnlichere ist. Es wird kritisch berichtet über verschiedene Ver- 
suche, die in Münster insbesondere von Kiesow und W. Oberschelp unter- 
nommen worden sind, um dieses Einfachheitsprinzip zu präzisieren durch 
eine exakte Definition der Einfachheiït, welche im wesentlichen als sprach- 
liche Eïinfachheit aufgefasst wird. 


Résumé 


Récemment Shimony, Lehman et Kemeny ont développé une fondation 
de la théorie de la probabilité au moyen d’une réduction au concept de la 
gageure, qui permet de comprendre essentiellement les axiomes donnés par 
Kolmogoroff, mais pas d’autres axiomes dont on se sert souvent pour 
légitimer les applications de la théorie de la probabilité. Il est donc néces- 
saire de chercher un nouveau principe pour motiver ces autres axiomes. On 
peut réussir en utilisant un principe de simplicité disant que la probabilité 
d’une hypothèse diminue avec sa complication. Un récit et une critique sont 
donnés concernant plusieurs recherches faites à Münster, spécialement par 
M. Kiesow et M. W. Oberschelp, pour préciser la notion de la simplicité en 
la réduisant à certaines propriétés syntactiques des propositions. 


Abstract 


Shimony, Lehman and Kemeny recently developed a foundation of the 
theory of confirmation by reduction to the concept of rational betting. 
This procedure yields essentially only the axioms first stated by Kolmo- 
goroff. It is well known that these are not sufficient for application. 
Thus it is necessary to search for a new principle if one wants to motivate 
new axioms. This can be done by a principle of simplicity, which expresses 
that the probability of a hypothesis increases with its degree of simplicity. 
A critical survey is given about several attempts which have been tried in 
Münster especially by Kiesow and W. Oberschelp with the aim to make 
the notion of simplicity precise. The simplicity is reduced to syntactical 
properties of propositions. 


BLICK VON DER INTUITIONISTISCHEN WARTE 


von À. HEYTING, Amsterdam 


Es ist mir eine Freude, dem grossen Gelehrten und dem guten 
Menschen Paul Bernays einige Gedanken als Glückwunsch widmen 
zu dürfen. Es entspricht der Art dieser Festschrift wohl am besten, 
wenn ich hierfür nicht eine intuitionistische Einzeluntersuchung 
wäbhle ; anderseits ist die intuitionistische Auffassung der Mathe- 
matik jetzt so oft und von so verschiedenen Seiten her beleuchtet 
und gegen andere Standpunkte abgegrenzt worden, dass es 
schwierig wäre, darüber etwas Neues zu sagen. Vielleicht lohnt es 
sich aber, einmal die heutige Lage der Grundlagenforschung vom 
intuitionistischen Standpunkt aus zu überblicken. 

Da liegt zunächst zu unseren Füssen die enge Gemeinde der 
intuitionistischen Mathematik, wo neben der rein mathematischen 
Arbeit auch Diskussionen über die genaue Interpretation der 
Grundbegriffe wie Konstruktion, Spezies usw. im Gang sind. 
Dahinter bis zum Horizont breitet sich die fast unübersehbare 
Landschaft der Grundlagenforschung aus, ohne genaue Grenze 
übergehend nach Norden hin in die reine Mathematik, nach Süden 
in die philosophische Spekulation. Lange hat das intuitionistische 
Dôrfchen ziemlich abseits gelegen von dem Verkehr mit der 
übrigen mathematischen Welt; in den letzten Jahrzehnten sind 
aber mehrere Strassen gebaut worden, die es mit anderen Unter- 
suchungsgebieten verbinden und auf denen der Verkehr immer 
reger wird. So wollen wir zunächst die Diskussionen im engen intui- 
tionistischen Kreise genauer betrachten, sodann den Blick auf 
andersartige Untersuchungen richten und zuletzt über die Be- 
ziehungen des Intuitionismus mit anderen Gebieten berichten. 

In der intuitionistischen Mathematik selber hat die Frage nach 
der Zulässigkeit der Negation einiges Aufsehen erregt, nachdem 
Griss [12, 13, 18] die Ansicht verteidigt hatte, dass dieser Begriff 
in der intuitionistischen Mathematik gar nicht gebraucht werden 
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dürfe. Sein Hauptargument ist folgendes : Jeder mathematische 
Satz ist der Ausdruck für das Gelingen einer bestimmten mathe- 
matischen Konstruktion. So drückt der Satz «6 ist eine gerade 
Zahl » nichts anderes aus als die Tatsache, dass wir eine Zahl, 
nämlich 3 konstruiert haben, deren Doppeltes gleich 6 ist; der 
Sinn des Satzes ist eben diese Konstruktion, und der Sinn ist klar, 
weil uns die mathematische Konstruktion, die durch «2 X 3 —6» 
ausgedrückt wird, deutlich ist. Betrachten wir nun eine falsche Aus- 
sage wie «9 ist eine gerade Zahl». Hier ist der Begriff der Kon- 
struktion einer Zahl, deren Doppeltes gleich 5 ist, gar nicht deutlich, 
denn eine solche Konstruktion ist ja überhaupt nicht môglich. Wie 
kônnen wir eine klare Vorstellung haben von etwas, das es gar 
nicht gibt? Nach Griss kann also eine falsche Behauptung gar 
nicht sinnvoll ausgesprochen werden, so dass die Negation über- 
haupt nicht angewendet werden kann. Einen ähnlichen Gedanken 
hat Freudenthal [7] ausgedrückt, als er sagte, dass ein Satz, wenn 
man ihn erst einmal einwandfrei formuliert, automatisch seinen 
ganzen Beweis enthält. 

Griss [13, 15, 17] hat einen Anfang gemacht mit dem Aufbau 
einer negationsfreien intuitionistischen Mathematik; er selbst 
[14, 16], Gilmore [11] und Vredenduin [21] haben untersucht, 
welche Logik seinen Anforderungen genügt. Es ist hier nicht 
der Ort, auf diese Untersuchungen einzugehen ; ich will aber im 
allgemeinen Sinn zu den Grissschen Anforderungen Stellung 
nehmen. 

Der Schwerpunkt der Grissschen Betrachtungen liegt offenbar 
in seinem Begriff einer mathematischen Konstruktion als etwas in 
sich vollendetes, fertig vorhandenes. Die wirklich in der Mathe- 
matik auftretenden Konstruktionen sind, ausser in den allerein- 
fachsten, trivialen Fällen, niemals von dieser Art. Ein Satz über 
bestimmte individuelle Zahlen wie «3 + 2 — 2 + 3 » drückt eine 
vollendete Konstruktion aus; sobald wir aber einen allgemeinen 
Satz über natürliche Zahlen beweisen, ist die Sachlage eine vôllig 
verschiedene. Ein Satz wie « Für jede natürliche Zahl n ist n + 2 — 
2 + ny drückt nicht eine fertige Konstruktion aus, sondern eine 
allgemeine Konstruktionsmethode, welche erst zur Konstruktion 
wird nachdem für n eine bestimmte Zahl gewählt ist. Als Regel 
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werden in der Mathematik nicht fertige Konstruktionen, sondern 
mehr oder weniger allgemeine Konstruktionsmethoden gebraucht. 

Nun ist der Sinn einer allgemeinen Aussage in der intuitio- 
nistischen Mathematik nicht ganz derselbe wie in der klassischen. 
Statt der soeben angeführten Aussage kann man vielleicht besser 
sagen : « Sobald eine natürliche Zahl n konstruiert ist, kônnen wir 
die Konstruktion ausführen, welche durch ,n + 2 = 2 + n° aus- 
gedrückt wird.» So wird jede allgemeine Konstruktionsmethode 
zu einer bedingten Konstruktion, das heisst, zu einer Konstruk- 
tion À, die erst ausgeführt werden kann, wenn gewisse andere 
Konstruktionen B, die vorgegebenen Bedingungen genügen sollen, 
ausgeführt sind. Nach der gewôhnlichen intuitionistischen Auf- 
fassung drücken auch negative Sätze solche bedingte Konstruk- 
tionen aus. So interpretiert bedeutet «5 ist keine gerade Zahl» 
etwa : « Sobald ich eine Konstruktion B besitze einer natürlichen 
Zahl n, so dass 5 — 2n, kann ich einen Widerspruch ableiten. » 

Das Bedenken von Griss ist gerichtet gegen hypothetische 
Konstruktionen B, welche nicht ausführbar sind ; er fordert, mehr 
positiv, dass auch als Bedingungen nur solche Konstruktionen 
gebraucht werden, von denen man weiss, dass sie ausführbar sind. 
Man künnte meinen, dass die bedingten Konstruktionen hierdurch 
illusorisch werden, denn, wenn man, nachdem Konstruktionen B 
ausgeführt sind, auch die Konstruktion À ausführen kann, und 
man fordert ausserdem, dass B ausführbar ist, so kann man ja 
auch À ausführen, und die Bedingung ist überflüssig. Griss ist aber 
zufrieden, wenn B in wenigstens einem Fall ausgeführt werden kann. 
Damit der Satz « Sobald ich eine natürliche Zahl n mit der Eigen- 
schaft E gefunden habe, so hat n auch die Eigenschaft F » sinnvoll 
sei, genügt es ihm, dass wenigstens eine Zahl mit der Eigenschaft E 
bekannt ist. Finden wir dann eine andere E-Zahl, so kônnen wir 
für sie auf Grund des Satzes auf F schliessen. 

Obgleich die Grissschen Einwände durch diese Interpretation 
nicht vüllig entkräftet werden, erscheinen sie doch nunmehr we- 
niger zwingend. Sie führen zu ziemlich sonderbaren Konsequenzen. 
Nach Griss ist zum Beispiel die Konstruktion einer geraden Zahl n, 
welche nicht Summe zweier Primzahlen ist, als Bedingung B zuläs- 
sig; fügen wir aber hinzu, dass n > 2 sein soll, so entsteht eine 
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(heute noch) unzulässige Bedingung, weil wir nicht wissen, ob es 
eine solche Zahl gibt. Gleich werde ich Gelegenheit haben, auf die 
Grisssche Kritik in weiterem Rahmen zurückzukommen. 

Grosse Schwierigkeiten bereitet intuitionistisch der Begriff der 
endlichen Spezies. Es empfiehlt sich, nur solche Spezies endlich zu 
nennen, denen eine bestimmte, berechenbare, endliche Kardinal- 
zahl zukommt. Dieser Endlichkeitsbegriff ist sehr eng. Eine Teil- 
spezies einer.endlichen Spezies braucht nicht endlich zu sein. De 
Iongh prägte die Begriffe der pseudoendlichen und der quasi- 
endlichen Spezies. Er nennt eine Spezies pseudoendlich, wenn sie 
Teilspezies einer endlichen Spezies ist. Das eindeutige, aber nicht 
notwendig ein-eindeutige Bild einer endlichen Spezies nennt er 
quasiendlich. Man kann, wie er bemerkt, diese Begriffe iterieren, 
derart dass das eindeutige Bild einer pseudoendlichen Spezies 
quasipseudoendlich heisst usw. Es ist hier wieder nicht der Ort, 
die Beziehungen zwischen den so erhaltenen Begriffen zu unter- 
suchen. Sie sind alle stärker als der von Brouwer [5] eingeführte 
Begriff der numerisch begrenzten Spezies. Eine Spezies S heisst 
numerisch begrenzt, wenn eine natürliche Zahl n bekannt ist, so 
dass S keine endliche Teilspezies von n Elementen enthalten kann. 
Besondere Schwierigkeiten bereiten die Potenzspezies der endlichen 
Spezies ; für diese kann man nur beweisen, dass sie numerisch 
begrenzt sind. Einerseits ist es durchaus môglich, Aussagen über 
eine beliebige Teilmenge einer gegebenen endlichen Menge zu 
machen, zum Beispiel dass jede Teilmenge einer Menge von n 
Elementen numerisch begrenzt ist durch die natürliche Zahl n. 
Anderseits hat es den Anschein, dass der Begriff der Potenzspezies, 
also der Spezies aller Teilspezies einer vorgelegten Spezies, obgleich 
zulässig, so doch ziemlich unfruchtbar ist. 

Bei näherer Betrachtung zeigt es sich, dass die Schwierigkeiten 
und Uneinigkeiten innerhalb der intuitionistischen Mathematik 
ihren Grund haben in dem Auftreten von bedingten Konstruktionen. 
Man kann geradezu eine Tafel von Evidenzstufen aufstellen, die 
sich voneinander unterscheiden durch die Weise in der bedingte 
Konstruktionen in den Aussagen auftreten. 

Die hôchste Evidenzstufe ist die der bedingungslosen Kon- 
struktionen, die unmittelbar überblickt werden kônnen, wie zum 
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Beispiel 2 x 2 — 4. Die durch diese Aussage ausgedrückte Kon- 
struktion kann als fertiges Ganzes vorgelegt und überblickt werden. 
Schon eine Aussage wie 1000 + 2 — 1002 steht um eine Stufe 
niedriger, denn sie bedeutet etwa: Die beiden Konstruktionen «a 
und b führen zu demselben Resultat, wo 

a = « Führe nacheinander die Konstruktion der Zahl 1000 und 
die Konstruktion des Addierens von 2 aus », und 

b — «Konstruiere die Zahl 1002 »ist. Es wird hier nicht gefordert, 
die Zahl 1000 wirklich zu konstruieren ; man wird vielmehr die Aus- 
sage beweisen durch einen Gedankengang, der auf (1000 + 1) + 1— 
1000 + 2 hinauskommt, und der ebensogut für den Beweis von 
(n +1) +1 —n +2 für beliebiges n gebraucht werden kann. 
Hier erreichen wir schon die folgende Stufe, die der allgemeinen 
Aussagen über natürliche Zahlen, wie n + 2 = 2 + n. Jede all- 
gemeine Aussage muss intuitionistisch als Ausdruck einer bedingten 
Konstruktion interpretiert werden ; so bedeutet die angeführte, wie 
schon oben bemerkt wurde, nichts anderes als « Sobald eine natür- 
liche Zahl n konstruiert ist, kann ich die durch 2 + n —n +2 
ausgedrückte Konstruktion ausführen »; oder, ausführlicher, « Ich 
kenne eine allgemeine Konstruktionsmethode, welche sich, nachdem 
eine natürliche Zahl n konstruiert ist, zu der durch 2 + n = n +2 
ausgedrückten Konstruktion spezialisieren lässt ». 

Griss hat mit Recht bemerkt, dass wir eine weitere Stufe hin- 
absteigen, wenn wir auch solche Bedingungen zulassen, welche 
niemals erfüllt werden künnen (oder von denen wir nicht wissen, 
ob sie jemals erfüllt werden kôünnen). 

Alle bisher genannten Methoden gehôüren zu denjenigen, die von 
Hilbert finit genannt wurden. Bernays hat darauf hingewiesen, dass 
die intuitionistische Mathematik wesentlich über die finite hinaus- 
geht ; es ist unstreitig, dass sie dabei noch einige Evidenzstufen 
hinabschreitet. Einige von diesen will ich noch nennen. 

Gentzen [8, 9, 10] gebrauchte in seinen mathematischen Unter- 
suchungen den schon von Brouwer [2] eingeführten Begriff der 
konstruierbaren Ordinalzahlen. Während die Konstruktion ein- 
zelner transfiniter Zahlen wohl noch zur finiten Mathematik gehôürt, 
geht der Allgemeinbegriff hinaus über das, was ursprünglich als 
finit gemeint war. | 
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In der intuitionistischen Mathematik werden allgemeine Aus- 
Sagen gemacht nicht bloss über natürliche Zahlen, sondern auch 
über Spezies von natürlichen Zahlen, wie zum Beispiel: « Wenn 
À, B, C Spezies von natürlichen Zahlen sind, von denen À mit B 
und B mit C gleichmächtig ist, so ist auch À mit C gleichmächtig. » 
Ferner werden als Bedingungen auch Konstruktionen von mehr 
verwickelter Art zugelassen, wie solche, die selber bedingte Kon- 
struktionen sind oder Negationen enthalten. Die Einführung der 
Wahlfolgen ist ein wichtiger Schritt. Hier sind Gegenstand der 
Betrachtung nicht sosehr die Wahlfolgen selber als vielmehr die 
an sie angreifenden Konstruktionen, die aus Wahlfolgen andere 
Wahlfolgen bilden. Der Beweis des Brouwerschen Hauptsatzes 
über finite Mengen (Fächersatz) [3, 4] enthält eine eigentümliche 
Art von Reflexion auf die môgliche Form eines mathematischen 
Beweises, welche darin besteht, dass der Allgemeinbegriff eines 
mathematischen Beweises gebildet wird, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, dass beliebige mathematische Beweise als Bedin- 
gungen für bedingte Konstruktionen zugelassen werden. 

Jeder der obengenannten Schritte, deren Aufzählung noch mit 
mehreren andern erweitert werden kôünnte, kann als weniger evident 
erscheinen. Es hängt von der Einstellung des Mathematikers und 
von dem Ziel seiner Untersuchungen ab, welche er anerkennen wird 
und welche nicht. In dieser Hinsicht verfolgen der Metamathema- 
tiker und der Intuitionist geradezu entgegengesetzte Zwecke. 
Während der Metamathematiker versuchen wird, mit môglichst 
wenig Mitteln auszukommen, um die Theorie des Formalismus 
auf eine solide Grundlage zu fundieren, wird der Intuitionist alles 
heranziehen, was noch als evident betrachtet werden kann, um die 
Mathematik so weit wie môglich auf intuitiver Grundlage zu ent- 
wickeln. Doch hat es auch für den Intuitionist einen guten Sinn, 
nachzuprüfen, ob bestimmte Resultate auch miteinfacheren Mitteln, 
zum Beispiel ohne Benutzung der Negation, oder ohne die Ein- 
führung von Wahlfolgen, erhalten werden künnen. 

Man kann sich nun fragen : Wenn also doch nicht ein für allemal 
festgestellt werden kann, was in der Mathematik evident ist und 
was nicht, sollen wir da nicht auch noch die Existenz der mathema- 
tischen Gegenstände unabhängig von unserem Denken akzeptieren, 
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wenn diese auch vielleicht noch etwas weniger evident ist als 
die vorher genannten Prinzipien? Kostet es soviel, noch diese 
einzige Stufe auf der Evidenztreppe hinunter zu gehen? Die Ant- 
wort lautet, dass dieser Schritt prinzipiell von anderer Art wäre als 
die vorigen. Wir sollten jetzt nicht ein neues Konstruktionsprinzip 
als genügend klar anerkennen, sondern eine philosophische These, 
über deren genauen Sinn die Philosophen keineswegs einig sind. 
. Die Mathematik würde hierdurch den intuitiven Charakter voll- 
ständig verlieren. 

Ich komme mit dieser Feststellung schon auf mein zweites Thema, 
die Betrachtung von anderen Auffassungen vom Intuitionismus aus. 
Hier môchte ich nun zunächst einige historische Bemerkungen 
machen. Brouwer sowohl als Hilbert meinten, dass die vonihnen auf- 
gebaute Mathematik die einzig Richtige sei, und dass man sie nur 
zu akzeptieren habe, um alle Grundlagenfragen endgültig aus der 
Welt zu schaffen. Das Resultat ist ein anderes; anstatt sie zu 
beseitigen, hat jede der beiden Richtungen zu neuen Schwierig- 
keiten und Fragestellungen geführt und keine hat sich endgültig 
als die einzige Mathematik durchsetzen kônnen. Was in Wirklich- 
keit in erkenntnistheoretischer Hinsicht geleistet ist, kommt hinaus 
auf eine tiefgehende Analyse der sogenannten klassischen Mathe- 
matik, die sich als eine merkwürdige Mischung sehr heterogener 
Bestandteile erwies. Viele Grundlagenschwierigkeiten rührten 
daher, dass diese Bestandteile nicht klar unterschieden wurden. In 
der formalistischen Mathematik ist nun der formale Bestandteil, 
in der intuitionistischen Mathematik derjenige Bestandteil, der auf 
der Zahlanschauung beruht, môglichst rein herausgearbeitet 
worden. Dass dies nicht restlos gelang, so dass die formale Mathe- 
matik immer einen Rest von Anschauung enthält, während die 
intuitionistische nicht ohne die Verwendung von Formeln aus- 
kommt, braucht uns nicht zu wundern. Der dritte wesentliche 
Bestandteil der klassischen Mathematik, den wir als den plato- 
nischen bezeichnen wollen, und der in dem Glauben an die Existenz 
einer Welt von mathematischen Gegenständen besteht, wird von 
beiden Richtungen verworfen. Trotzdem beharrt die Mehrzahl der 
Mathematiker bei dieser Auffassung ; sie verwenden die klassischen 
Beweisverfahren, ohne diese als rein formale Entwicklungen zu 
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betrachten. Es entstehen dann Streitigkeiten zum Beispiel über die 
Frage, ob das Auswahlaxiom in dieser mathematischen Welt gelte 
oder nicht. Damit eine solche Frage einen Sinn habe, muss man 
doch wohl davon ausgehen, dass es eine mathematische Welt gibt, 
in der mathematische Objekte ein für allemal existieren. Es mag 
hier noch einmal betont werden, dass ein derartiger Glaube, insofern 
als ihm überhaupt ein Sinn zukommit, intuitionistisch nur als Aber- 
glaube gedeutet werden kann. Wissenschaftlich betrachtet steht 
die Frage nach der Gültigkeit des Auswahlaxioms auf dem gleichen 
Niveau wie für den Nicht-Mohammedaner diejenige, ob die Frauen 
im mohammedanischen Himmel auch Kinder bekommen. Die oft 
vertretene Ansicht, man kôünne das Auswahlaxiom nach Willkür 
annehmen oder verwerfen, ist unverständlich. Wenn es eine mathe- 
matische Welt gibt, so gilt in ihr das Auswahlaxiom oder es gilt 
nicht — klassisch betrachtet. Natürlich ändert sich die Sache, wenn 
man die beiden Theorien als rein formal betrachtet. Beiläufig werde 
bemerkt, dass das Auswahlaxiom, intuitionistisch betrachtet, eine 
Tautologie ist, wenigstens wenn man es positiv formuliert. Es sei S 
eine Spezies von Spezies, so dass jede Spezies aus S wenigstens ein 
Element enthält. Wir kônnen dies nur wissen, wenn wir ein Gesetz 
kennen, das in jeder Spezies aus S ein Element bestimmt ; dieses 
Gesetz bestimmt zugleich eine Auswahlspezies. 

Die Theorien über konstruktive Definitionen, die oft zu den 
Grundlagen gerechnet werden, sind, intuitionistisch betrachtet, 
nichts mehr als Kapitel der klassischen Mathematik. Hierzu gehôrt 
zum Beispiel die Theorie der rekursiven Funktionen, wenn sie auf 
klassischer Grundlage aufgebaut wird. Für die Theorie der Seman- 
tik von Tarski gilt dasselbe. Nur durch restlose Formalisierung 
kônnen diese Theorien für den Intuitionisten akzeptabel gemacht 
werden. 

Ich komme jetzt zu den Relationen der intuitionistischen 
Mathematik mit anderen Auffassungen. Die Erwartung Brouwers, 
dass die intuitionistische Mathematik, als die einzig richtige, jede 
andere verdrängen werde, ist nicht erfüllt, und wird kaum je erfüllt 
werden. Anderseits ist die Behauptung des Franzôsischen Oktopus 
Bourbaki (der sich auch übrigens dem Intuitionismus gegenüber 
durch Mangel an Verständnis und durch den dazu gehôürigen 
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Dünkel auszeichnet), der Intuitionismus werde bald nur noch als 
historische Kuriosität betrachtet werden ([1], S. 110), schon heute 
durch die Tatsachen widerlegt. Der Intuitionismus hat mehrere 
Teile der Mathematik in entscheidender, nicht mehr rückgängig zu 
machender Weise befruchtet und sein Einfluss wird sich allem 
Anschein nach, noch vergrôssern. In erster Linie ist hier die Theorie 
der rekursiven Funktionen zu nennen. Wie man die Definition des 
Begriffes der rekursiven Funktion auch fasst, sei es mittels der 
Turingschen Maschine, oder auf Grund der Churchschen 1-Konver- 
sion, oder nach Herbrand-Gôüdel mit Definitionsgleichungen, immer 
enthält sie eine Existenzforderung, die, wie schon Church ([6], 
Fussnote 10) beïläufig bemerkte, entweder klassisch oder intui- 
tionistisch aufgefasst werden kann. Beide Auffassungen kommen 
in der Literatur vor, ohne dass die Autoren es immer für nôtig 
halten, genau anzugeben, welche sie meinen. Ich halte mich im 
folgenden an die intuitionistische Interpretation. 

Betrachten wir nun die Herbrand-Güdelsche Definition etwas 
näher. Nach dem Vorgang von Kleene schreibe ich gewühnliche 
kursive Buchstaben für natürliche Zahlen, fett kursive für die 
ihnen entsprechenden Zahlzeichen. Die Veränderlichen in E werden 
durch rômische Buchstaben angedeutet. Nach dieser Definition 
wird eine rekursive Funktion (x) definiert durch ein System von 
Gleichungen E, derart, dass, wenn a eine bestimmte natürliche 
Zahl ist, und (a) — b, die Gleichung f(a) — b aus E ableitbar ist 
mittels gewisser Operationen R. Das Funktionszeichen f vertritt 
in E die Funktion w. Wie Kleene [19] bemerkt, bekommt man 
zwei wesentlich verschiedene Definitionen, je nachdem man die 
Funktion (x) als vorher gegeben (Fall I) oder als erst durch E 
definiert (Fall Il) betrachtet. Ich deute diese Definitionen im Fol- 
genden nur an; für den genauen Wortlaut sei auf das zitierte Buch 
von Kleene hingewiesen. 

Fall I. Hier wird der Ausdruck «Die Funktion o(x) ist rekursiv » 
definiert durch «Es gibt ein Gleichungssystem E, das œ rekursiv 
definiert », das heisst so, dass eine Gleichung f (a) = b dann und nur 
dann aus E ableitbar ist, wenn (a) — b. Die Definition enthält 
einen Existenzquantor gefolgt durch einen Allquantor ; kurz : sie 
ist eine EA-Definition. 
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Fall Il. Hier wird der Ausdruck « Das Gleichungssystem E 
definiert eine rekursive Funktion » definiert durch « Für jedes a 
gibt es genau ein b, so dass die Gleichung f(a) — b aus E ableitbar 
ist ». Diese Definition ist offenbar eine AE-Definition. 

In beiden Fällen wird in der Definition der Begriff der berechen- 
baren Funktion vorausgesetzt ; in erstem Fall, weil die Funktion 
(x) nur gegeben sein kann, wenn sie berechenbar ist ; im zweiten, 
weil der Funktionswert f(a), wenn er für jedes a gegeben sein soll, 
nur als berechenbare Funktion gegeben sein kann. Es ist uns ja 
nicht erlaubt, die Existenz des Funktionswertes etwa durch einen 
reinen Existenzbeweis darzutun; für jedes a muss f(a) explizit 
gegeben sein; das heisst eben, dass eine berechenbare Funktion 
gegeben ist. Die These von Church kann also nicht dazu dienen, 
den angeblich zu vagen Begriff der berechenbaren Funktion durch 
den mehr exakten der rekursiven Funktion zu ersetzen. Man kann 
nicht umhin, den Begriff der berechenbaren Funktion als genügend 
klaren Grundbegriff anzuerkennen. Dies entspricht auch voll- 
kommen der finiten Einstellung. Es wird nicht gefordert, dass wir 
für jede angebliche Definition einer Funktion entscheiden kônnen, 
ob sie wirklich gestattet, jeden Funktionswert zu berechnen, 
sondern nur, dass wir in gewissen Fällen feststellen kônnen, dass 
es so ist. Dass dies in der Tat für viele Gleichungssysteme der Fall 
ist, genügt, um den Gebrauch des Begriffes zu rechtfertigen. In den- 
jenigen Fällen, wo daran gezweifelt werden kann, ob eine berechen- 
bare Funktion vorliegt, sagt man einfach nichts darüber aus. 

Die Sache liegt anders für den Begriff der partiell rekursiven 
Funktionen. Hier wird im Fall IT nicht gefordert, dass der Funk- 
tionswert für jedes a bestimmt sei, sondern nur, dass er, wenn er 
bestimmt ist, eindeutig ist. Die Definition ist eine A-Definition und 
setzt den Begriff der berechenbaren Funktion nicht voraus. 

Soll man die These von Church akzeptieren oder nicht? Meine 
Ansicht ist, man solle in der Mathematik nur das akzeptieren, was 
man beweisen kann. Es steht doch nichts dagegen, gewisse Sätze für 
beliebige berechenbare Funktionen, andere vorläufig bloss für 
rekursive Funktionen auszusprechen. Eine andere Frage ist es, ob 
man hoffen darf, dass die These einmal bewiesen werden wird. 
Kleene ([19], S. 318) ist der Ansicht, dass dieses unmôglich ist 
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wegen der Vagheit des Begriffes der berechenbaren Funktion ; ich 
bin früher derselber Ansicht gewesen. Heute meine ich, auch auf 
Grund der obigen Überlegungen, man dürfe die Môglichkeiït eines 
solchen Beweises doch nicht vüllig ausschliessen. Die Situation ist 
ähnlich wie bei Brouwers Fächersatz. Dort wurde aus der Voraus- 
setzung, durch irgendwelche Mittel sei jedem Element einer finiten 
Menge M eine natürliche Zahl zugeordnet, abgeleitet, dass diese 
Zahl in einer bestimmten einfachen Weise, nämlich durch ein end- 
liches Anfangssegment des Mengenelementes, bestimmt werden 
kann. Die Methode des Beweises besteht in einer Analyse der 
Beweismittel, mittels derer man wissen kann, dass ein bestimmter 
Algorithmus in der Tat jedem Element von M eine Zahl zuordnet. 
Es ist denkbar, dass Methoden ähnlicher Art zu einem intuitio- 
nistischen Beweis für die These von Church führen kônnten. 

Auf intuitionistischer Grundlage steht auch die Grundlegung 
der Analysis durch Lorenzen [20]. Er mischt in origineller Weise 
intuitionistische mit formalen Methoden. Es würde zu weit führen, 
hier auf seine Arbeiten einzugehen. Sie, sowohl wie die Unter- 
suchungen über rekursive Funktionen, machen es aber klar, dass 
der Intuitionismus nicht länger isoliert dasteht. 

Andere Untersuchungen, die mit dem Intuitionismus in Ver- 
bindung stehen, kann ich hier nur nennen. Die Theorie der « con- 
structive ordinals » wirft neues Licht auf die Brouwersche Theorie 
der Wohlordnung. Die Untersuchungen über rekursive Funktionale, 
welche teilweise durch die Brouwersche Theorie der Wahlfolgen 
angeregt wurden, sind ihrerseits geeignet, diese Theorie zu ver- 
deutlichen. 

Neben diesen Untersuchungen, die alle von einem ziemlich 
engen, dem finiten Standpunkt verwandten Konstruktivitäts- 
begriff ausgehen, bleibt aber der intuitionistische Versuch, mittels 
intuitiver Methoden soweit wie môglich vorzudringen, in mathema- 
tischer wie in philosophischer Hinsicht wichtig. 
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Zusammenfassung 


Die Arbeit enthält Bemerkungen über den Intuitionismus und über 
seine Beziehungen zu anderen Gebieten der Grundlagenforschung. Innerhalb 
der intuitionistischen Mathematik werden, im Anschluss an die Kritik von 
Griss gegen den Gebrauch der Negation, Evidenzstufen unterschieden, ab- 
hängend von der Art, in der bedingte Konstruktionen zugelassen werden. 
Auch werden gewisse Schwierigkeiten in der Theorie der endlichen Spezies 
diskutiert. Was die Grundlagenforschung im Allgemeinen betrifft, wird 
bemerkt, dass sie die klassische Mathematik weitgehend in ihre intuitiven, 
formalen und platonischen Bestandteile zerlegt hat. Es wird näher einge- 
gangen auf die These von Church in der Theorie der rekursiven Funktionen. 


Résumé 


L’article contient des remarques sur l’intuitionisme et sur ses rapports 
avec les autres directions dans la recherche des fondements. Dans la mathé- 
matique intuitioniste, et en connexion avec la critique de Griss contre 
l’usage de la négation, on distingue des degrés d’évidence, dépendant de 
l’espèce de constructions conditionnées qui est admise. En outre, on discute 
certaines difficultés dans la théorie des espèces finies. Concernant la recherche 
des fondements en général, on remarque que les mathématiques classiques 
ont été scindées en leurs éléments intuitifs, formels et platonistes. Quelques 
remarques sur la thèse de Church dans la théorie des fonctions récursives 
terminent l’article. 


Abstract 


The paper contains remarks on intuitionism and its relations with 
other domains of foundational research. Inside the intuitionistic mathe- 
matics, in connection with Griss’ criticism against the use of negation, 
different degrees of evidence are distinguished, depending upon the way in 
which conditioned constructions are admitted. Some difficulties in the 
theory of finite species are discussed. Concerning the foundational research 
in general it is observed that it has separated intuitive, formal and plato- 
nistic constituents in classical mathematics. Some remarks are made on 
Church’s thesis in the theory of recursive functions. 


HILBERT’S PROGRAMME 


by Georg KREISEL, Reading 


1. Ifone may judge from his publications, Hilbert’s conception 
of the problem of foundations underwent marked developments. 

In [8], pp. 146-156 : (1917) he still concentrated on the « sound » 
and rather colourless Independence Problem which may be formu- 
lated as follows : given a branch of knowledge which is so well- 
developed as to be axiomatized, the problem is to get a clear view 
of the logical relationships (dependence and independence or, 
derivability and non-derivability) of statements of the axiomatic 
theory. Hilbert emphasized the consistency problem which is so 
to speak the weakest non-derivability result, since it is the problem 
of showing that there exists at least one statement which is not 
derivable. 

But in later writings (though also in 1904, [6] pp. 247-261) the 
Consistency Problem was associated with the problem of under- 
standing the concept of infinity. He sought such an understanding 
in understanding the use of transfinite machinery from a finitist 
point of view. And this he saw in the elimination of transfinite 
(e—) symbols from proofs of formulæ not containing such symbols. 
He was convinced from the start that such an elimination was 
possible, and expressed it by saying that the problems of foun- 
dations were to be removed or that doubts were to be eliminated 
instead of saying that they were to be investigated. 

We note at once that there is no evidence in Hilbert’s writings 
of the kind of formalist view suggested by Brouwer when he called 
Hilbert’s approach « formalism. » In particular, we could say that 
Hilbert wanted to eliminate the use of transfinite concepts from 
proofs of finitist assertions instead of referring to symbols and 


? In general, references to Hilbert’s work will be given to the reprinting 
in [6] or [8]. 
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formulæ as above. The symbols were a means of representation. 
The real opposition between Brouwer’s and Hilbert’s approach was 
not at all between formalism and intuitive mathematics, but bet- 
ween (i) the conception of what constitutes a foundation 1 and (ii) 
between two informal ways of reasoning, namely finitist and intui- 
tionist. In fact, Bernays repeatedly emphasized the latter point, 
the lack of evidence in the basic intuitionistic conception of con- 
structive proof ([8], p. 212, or [3], p. 147) : in short, it is not the 
restrictions imposed by intuitionism, but those on intuitionism 
which seem to constitute the most significant differences. Hilbert’s 
own remarks on this opposition seem quite inept ?. 

2. The jabric of Hilbert s conception. He asserted that there 
was a certain type of evident reasoning which was presupposed in 
all scientific thinking ([8], pp. 162-163), and finitist operations were 
typical of this. He believed that there were no essentially different 
truths in mathematics ([8], p. 157). 

These views lead to the hope of a final solution of the problem 
of foundations ([7], p. 489, 494) by a reduction of all mathematical 
reasoning to finitist reasoning : for if the minimum that has to be 
presupposed suffices for this reduction then we have a complete 
solution. Conversely, something of this kind is required for a 
« complete » solution : if there is a plurality of essentially different 
mathematical truths there is hardly a hope of an enumeration of 
such truths which convinces us as being complete; furthermore 
there would be the problem of their inter-relations, and so there 
would be no unique outstanding problem of foundations. 

Next, if the finitist truths are the only % absolute ones ([8], 
p. 180), it is at least natural to regard mathematical expressions 


1 Brouwer ignores non-constructive mathematics altogether and there- 
fore does not have an analogous problem of foundations to Hilbert’s. 

2 E.g. [6], p. 307: Considering that the intended meaning of the intui- 
tionistic disjunction is different from that of classical disjunction, the 
rejection of tertium non datur is much more like depriving non-commutative 
algebra of the rule ab = ba than a boxer of his gloves. 

8 Though, I think, Hilbert does not deny this elsewhere, his emphasizing 
that the geometric continuum ([8] p. 159) is a concept in its own right and 
independent of number seems to weaken the doctrine that all absolute 


truths are finitist. 
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containing transfinite symbols as « ideal » elements whose sole pur- 
pose is the streamlining of the symbolism ([6], p. 280, or [8], p. 187). 
And in this case consistency is all that matters because, in the 
usual systems, if consistency is established by (finitist) methods, 
and a formula without transfinite symbols is derived in the system 
considered, then this formula can be proved by the same methods 
([6]; p. 304, and [3], p. 154) ; in other words, we have the required 
elimination. Conversely, if consistency is all that we demand then 
there is no assurance that formulæ containing transfinite symbols 
in an essential way have the intended interpretation, and so they 
must be regarded as ideal. This is established by Gôüdel’'s con- 
struction of consistent, but w-inconsistent systems 1, because purely 
universal formulæ are deductively equivalent to formulæ without 
transfinite symbols, and purely existential formulæ which are prov- 
able in a consistent system need not be true. 

We note in passing an interesting aspect of Hilbert’s idea of a 
paradise : a characteristic of Cantor’s set theory (Hilbert’s paradise, 
[6], p. 274) is the abundance of transfinite machinery which Hilbert 
regarded in the same paper as «ideal » elements to be used as 
gadgets to make life smoother. 

It is plain that such concepts as « finitist, » « essentially the same 
truth, » «reduction » are not at all precise. But if one really 
believed in the success of the finitist reduction it was not necessary 
to clarify them in advance. For when the work is done one can 
examine what methods are actually needed, in what sense we have 
a reduction, and at this stage one can then decide if it is satisfactory. 

3. Critique of detail. There is one point in the above picture 
which is not convincing even if the basic assumptions are granted. 
Hilbert regarded complex numbers ([6], p. 269) as a typical 
example of ideal elements. Yet the reduction to pairs of real 
numbers does not only ensure consistency, but also gives each 


1The possibility of w-inconsistent systems was evidently clear to 
Hilbert, but as late as 1930 ([6] p. 320) he wanted to show that every 
consistent statement of arithmetic was provable, i.e. that the usual system 
of arithmetic was complete. Actually he requires more, namely that consis- 
tency «looks after the rest», since a system might be complete and yet 
some of its theorems false. 
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formula containing symbols for «ideal » elements a meaning in 
terms of real numbers. It would not seem unreasonable to 
demand the same for formulæ with transfinite symbols, at least in 
any specific context. At any rate one would thereby extract more 
«absolute truths » from the formal machinery. 

4. Critique of basic assumptions. Of course, the first basic 
assumption is that a reduction to finitist methods is possible at least 
in the sense of a finitist consistency proof. If this assumption is 
false, the problems at the end of para. 2 reappear and more besides. 

First, instead of having a single kind of elementary reasoning 
whereby we understand the use of transfinite symbols, there will 
now be methods of reasoning involving a hierarchy of conceptions 
such as, e.g. more and more abstract conceptions of a «construc- 
tion », and we have a hierarchy of Hilbert programmes of disco- 
vering the appropriate complex of such methods which is needed for 
understanding the use of transfinite symbols in given systems (modi- 
fied Hilbert programme). 

Second, it will be necessary to ascertain that the consistency of 
a particular system cannot be established by finitist means, or 
whatever other complex of methods is being considered. For such 
an impossibility result it will be necessary to define the notion of 
finitist proof and even to make precise how consistency is to be 
formulated. The latter point is illustrated by the need for deri- 
vability conditions on the arithmetized proof predicate in Güdel’s 
second undecidability theorem. 

Third, when we are not dealing with an elimination of the non- 
finitist methods, but with a separation between them, it is necessary 
to determine the significance of the distinction between finitist and 
non-finitist. An analogous problem will arise for each subclass of 
the constructive methods used in the analysis of the transfinite 
machinery. 

Hilbert’s own writings contain little information about the 
solution of these new problems. For the first problem Gentzen's 
use of ordinals < &, is a good illustration of the kind of subclass of 
constructive methods which is particularly appropriate for the 
analysis of a given class of transfinite methods, in this case number 


theory. 
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It is difficult to separate the second and the third problem in 
practice because one can only decide whether e.g. a definition of 
finitist proof is correct if its significance (importance) is clear. 
Hilbert himself is quite unconvincing about the inherent virtues of 
finitist reasoning. At one time ([8]. p. 160, 162) the main purpose 
of the finitist reduction, in fact the whole need for foundations, 
consisted for him in clearing the fair name of mathematics which had 
been sullied by the paradoxes. Now on p. 158 of the same paper he 
said that the paradoxes simply have nothing to do with the theory 
of sets of numbers: it is hard to see why this remark, if true, has 
not cleared the fair name at least of analysis unless one believes 
that stained reputations can only be cleared with a great deal of 
ceremony. Von Neumann's line [15] on the subject is that finitist 
consistency proofs would reduce strict intuitionism ad absurdum 
(but only if one means by strict intuitionism the view that classical 
analysis is formally inconsistent and not merely in contradiction 
with intuitionistic theorems) : this is at least less pious than the 
talk about reputations, but doing down the intuitionists is hardly 
a grand scientific programme.—Hilbert did emphasize the increase of 
information contained in proofsofa formula oftheform(Ex)(y) A (x, y) 
([8], p. 154, 155) from a pure existence proof [intuitionistically 
— (e) — (y) A (&, y)] to (Ex) [x < 12& (y) A (x, y)] to x, (y) À (æ, y) —10. 
But this gives no clue to the nature of the improvement involved 
in replacing a non-finitist proof of a universal formula (x) A (x) 
by a finitist one, and this is the critical case (cf. [10], p. 22). 

Hilbert sometimes speaks of the reliability (Sicherheït) of 
finitist reasoning. As Bernays has pointed out ([8], p. 210), realis- 
tically speaking, almost the opposite is true, the chance of an 
oversight in long finitist arguments of metamathematics being 
particularly great. At any rate it seems improbable that a satis- 
factory characterization of « finitist proof » would be based on this 
notion of reliability.—We shall take up the subject in the text 
below. 

5. Critique of basic assumptions (continued). In the previous 
paragraph we considered some problems which arise when one 
attempts to follow Hilbert’s aim of understanding the concept of 
infinity by eliminating the use of transfinite machinery from proofs 
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of finitist or, more generally, constructive assertions. But this 
view that understanding a concept consists simply in the technique 
of reasoning about it in some well-defined context, does not seem 
quite adequate. 

Thus e.g. the first-order theory of the addition of natural 
numbers has a complete formalization and hence a decision method. 
So, from the syntactic point of view it leaves nothing to be desired. 
But by the completeness theorem for the predicate calculus this 
theory has a model containing « non-standard » integers. Thus 
we do not get the degree of understanding that we should have 
with a system which is satisfied only by a finite set.—We may 
regard this as a limitation on the syntactic approach for an under- 
standing of the concept of infinity or, at least, as illustrating the 
use of the notion of a model in this connection. 

Usually Gôüdel’s incompleteness theorems are taken as showing 
a limitation on the syntactic approach to an understanding of the 
concept of infinity. We note the superficially paradoxical fact, 
brought out above, that the completeness of the predicate calculus, 
so to speak the « adequacy » of the syntactic approach for predicate 
logic, leads to a limitation too. This is a point of view emphasized 
by Skolem. 

6. Conclusion. In my opinion, Hilbert’s programme, includ- 
ing the modified version in section 4 above and the independence 
problem of section 1, is a rich line of research in foundations. The 
general problems of section 4 seem important and somewhat more 
specific problems will be arrived at below in a brief analysis of the 
work done by Hilbert’s school so far. Also, the (modified) Hilbert 
programme gives scope to a great variety of methods of mathema- 
tical logic including those of the topological approach, intuitionism, 
recursion theory, as will be seen below. 

My own attitude towards the original Hilbert programme is this. 

As far as piece-meal-understanding is concerned, its importance 
consists in having led to the fruitful study of the constructive 
aspects of axiomatic systems. But even if it is compared only 
with other parts of mathematical logic and not with other mathe- 
matical disciplines, its role is not unique; cf. the studies of the 
distinction between first order and higher order reasoning, or of the 
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set theoretical aspects of informal mathematics. My own interest 
in the modified Hilbert programme does not go one way only, 1.e. 
the elimination of non-constructive methods, but I find that 
greater facility with the non-constructive methods comes from a 
study of their constructive aspects !. 

As far as an overall-philosophical understanding is concerned, 
the original Hilbert programme has failed, and, as is usual with 
great schemes, it gives no hint of what might take its place. When 
asked : « What is mathematics about ? », Hilbert could still have 
said : about the arithmetico-combinatorial facts of finitist mathe- 
matics ; even though the latter may raise problems of their own, 
such a «reduction » could have been satisfying. Hilbert’s answer 
is simply not true even for the very weak sense of « equivalence of 
content » expressed in statements of formal deducibility and non- 
deducibility. Furthermore, we have no idea in what sort of inves- 
tigation we could even hope to find a satisfactory answer to such 
a question. Hilbert thought it would be supplied by pure mathe- 
matics itself ([6] p. 316). But it seems clear, as Bernays has 
expressed it, that the totality of pure mathematics (mathematical 
structures) is not itself a mathematical structure ; this is not only 
a stumbling block to a mathematical treatment of the conception 
of the whole of mathematics, but even to an exhaustive treatment 
of the concept of natural or real number because the characteri- 
zation by means of a least ? (or largest) class refers explicitly to the 


1 It is remarkable that mathematicians have not yet learned to exploit 
the non-constructive methods effectively in the following sense: in the 
famous non-constructive proofs of constructive results (for references, see 
[10]) the elimination of the non-constructive methods used is finitist, and 
does not require more sophisticated notions of constructivity. We know 
that a more essential use of non-constructive methods must be possible, 
and, I believe, closer study of their constructive aspects may give one a 
better « feeling » for them. 

2 It is of course possible (and natural) to consider the relevant extremal 
clauses as primitive notions in their own right and not as part of set theory, 
e.g. the «and only those required by the foregoing rules » in the usual 
definitions of natural numbers or recursive ordinals. This is used e.g. in 
Hilbert’s reduction ([6] p. 302) of the principle of induction to the reversi- 
bility of the formation of numerals. The latter follows from the extremal 
clause, and in a similar way other principles of proof can be obtained from 
such clauses (cf. Lorenzen’s induction and inversion principles). But in the 
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totality from which these classes are to be taken. If one may use 
for orientation the formulation of finitist proof sketched below, one 
would say this: just as it is necessary to use non-finitist concepts 
to study the totality of finitist proofs, so it is necessary to use non- 
mathematical concepts, i.e. concepts lacking the precision which 
permit mathematical manipulation, for a significant approach to 
foundations. It is not at all a question of concepts which are more 
«reliable » than those of current mathematics, but of concepts 
which provide a frame of reference for discussing the status of 
mathematics (cf. [4], p. 245). I do not believe that at the present 
time we have any concepts of this kind which we can take seriously. 

7. For certain parts of non-constructive mathematics the 
Hilbert programme has been carried out in the originally intended 
sense, e.g. arithmetic without induction based on the classical 
predicate calculus. For this purpose a detailed syntactic analysis 
of the latter is used. Below we shall describe three methods of 
syntactic analysis, their mathematical significance, including appli- 
cations to the independence problem, and their bearing on the 
modified Hilbert programme. We conclude with two observations 
on finitist proofs and the completeness of predicate logic. 


I. Syntactic Analysis 


8. We begin by considering what seems to be the main 
novelty of Hilbert’s work in mathematical logic, without which 
his conception of the Hilbert programme would have been wholly 
unconvincing, namely his proof theory. He wanted proof itself 
to be made the object of mathematical study ([8] p. 165). Though 
this is needed for a syntactic (combinatorial) formulation of inde- 
pendence results, by itself it is not the crucial point for proof 
theory. For, clearly, the traditional independence proofs by means 
of models, as in the case of the parallel axiom, or even the impossi- 
bility proofs for certain constructions by means of ruler and 


application of induction the troublesome totalities reappear in the choice of 
properties to which induction is applied: e.g. by applying induction to 
certain non-elementary properties such as truth-definitions, formulæ of 
classical arithmetic Z can be proved which cannot be proved in Z itself. 
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compass, are applicable to formalized systems. Thus the consis- 
tency of the rules of set theory is proved as follows : when read in 
the intended manner, the axioms of, e.g. Zermelo’s set theory are 
true of the concept of set and the rules of proof are such that true 
statements are transformed into true ones. Hence the formal 
system is consistent. 

No, from the point of view of technique the crucial point is that 
from an early stage Hilbert had in mind a new type of analysis in 
which the detailed structure of the proof is considered. In parti- 
cular, in the consideration of the so-called transfinite symbols 
e, A(x), one does not define « models » for them once and for all, 
but different numbers are substituted for a given symbol depending 
on the particular proof of the system which is analysed. Briefly : 
instead of constructing a model for a system as a whole he gives 
a method for constructing a model for each particular proof of the 
system. 

In short, Hilbert’s conception of a mathematical theory in 
which proof itself is an object of study, does not restrict the means 
of independence proofs, but on the contrary enlarges it1. A res- 
triction comes about only when one restricts the methods to be 
used in this new theory to so-called finitist or arithmetico-combi- 
natorial methods. We observe in passing the superficially para- 
doxical character of the fact that up to now the significant inde- 
pendence proofs for classical (and intuitionistic) arithmetic have 
been obtained by the restricted and not by the potentially more 
powerful methods. We shall return to this point below. 

9. Decision Problem. A very satisfactory syntactic analysis 
is got from a practical decision method for the theory considered. 
In particular it solves the independence problem of para. 1 for 
finite sets of statements of the theory considered. It is not the 
most satisfactory solution because, given the decision method, one 


? Within the frame work of classical constructive mathematics (i.e. non- 
constructive methods of proof, but only recursive functions and predicates) 
we can give this the following precise sense : by means of (quantifier-free) 
double induction syntactic independence proofs for primitive recursive 
arithmetic can be obtained, but not by means of constructive models, 
e.g. [10] or [13]. 
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can now ask whether given statements are independent of a certain 
infinite set of statements of the theory, and this question need not 
be decidable; in fact, it seems inconceivable that there is an 
optimal solution of the problem. Similarly, the impossibility of 
a decision method for a given theory is not a «catastrophe» :1 
it sets a limit on how ? clear a view one may reasonably expect to 
get of the structure of the theory.—This stoic view of the matter 
is probably universal now, largely perhaps due to the thoughtful 
writings of Bernays. 

It is clear that if a system is consistent a (finitist) proof of 
decidability automatically yields a (finitist) consistency proof. 
As early as 1927, von Neumann doubted the decidability of the 
predicate calculus, though Hilbert does not seem to have been 
quite so definite. But in any case his actual investigations aimed 
at much less than decidability. We shall now describe them. 

10. The e-substitution method. The main tool in his work on 
predicate logic was a reformulation of the predicate calculus by 
means of the e-symbol. 

This reformulation is not specially elegant in practice, e.g. the 
formula (Ey) (2) A (y, z) in the usual notation is writen as 


À [e,A {y, e, — [A(y, 2)]}, e, — A{e,A [y, e, — A(y, u)], z)], 


but it makes evident a fact of logical reasoning which was basic for 
Hilbert’s programme, namely that in logical reasoning one never 
makes full use of the intended meaning of the transfinite symbols, 
in the following sense. e,A(y, z) is intended as a choice function 
(some z, which satisfies A(y, z) if such a z, exists, and an arbitrary 
value otherwise), and on this meaning the schema 


A(y, b) —+ À [y, e,A(y, 2)] (@) 


1The Twenties constantly saw potential catastrophes in the doings 
of logicians. 

2 Jt is usual to measure this by the degree of undecidability of the 
theory. There is quite a different conception of a « partially clear view, » 
namely that obtained by methods of enumerating (subsets of the) unprov- 
able formulæ, as afforded by incomplete interpretations (cf. para. 15). 
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is valid. Also, in an obvious way, the universal and existential 
quantifier can be defined by the use of the e-symbol, and the 
schema (*) is enough to derive the usual schemata for the quan- 
tifiers. Now the gain is this : we see immediately that in any given 
proof, since (*) is applied only to finitely many y, one never needs 
the full extension of the choice function e,A(y, 2) for all y, and, 
moreover, in the course of the proof one does not need its « real » 
values, but, e.g. if (*) were the only application of the schema in 
the given proof, we could simply take b for e,A(y, z) and still have 
a proof. Such considerations make the elimination of the e-sym- 
bols (from a proof of a formula without e-symbols) at least plau- 
sible. This idea was developed by Ackermann, presented in detail 
in [9], for predicate logic, and for number theory by Ackermann 
([1).—However, for practical applications it is best to apply the 
simple idea directly ([10], p. 17). 

There is a formulation of the substitution problem which does 
not use the e-symbol at all. If distinct e-matrices are replaced by 
distinct function symbols f, the e-formulæ reduce to the form 
® (f1s :.. fx) — 0 when ® is an elementary functional. The pro- 
blem is to prove (Ef,) ... (Ef,) [® (f1, - .., fn) —0]; it is evident if 
this is true at all there are functions f* which are zero except for a 
finite number of arguments, and can therefore be found by trial 
and error. The existence of functions f seems assured by the inter- 
pretation of e-matrices as choice functions. 

It seems understandable that Hilbert assumed that the proof of 
such an elementary matter as the existence of f* must be a rela- 
tively minor task1. For, if one regards metamathematical results 
as the absolute truths of mathematics ([8], p. 180) and the « trans- 
finite » formulæ as ideal elements without significance outside the 


1In [6], p. 317 Hilbert expresses this by saying that in the case of 
analysis « only » the proof of the purely arithmetical statement that the 
method terminates, is needed. (He had of course the feeling ([8], p. 187), 
that a purely arithmetical truth must have a purely arithmetical proof, 
which is refuted by Güdel’s theorem if, e.g. « arithmetical » is interpreted as : 
expressible in classical number theory.)—It is interesting to observe that 
a little pedantry would have helped to clarify Hilbert’s idea : for, after all, 
the statement of consistency is also purely arithmetical, so, from the Very 
start, « only » the proof of the main contention of his life was needed. 
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frame work of a formal system, it is natural to regard the meta- 
mathematical results as significant independent of their proof : 
though this, of course, does not mean that the proof is easy or even 
of an elementary character, one may be tempted to think so, e.g. 
because of the double meaning of «significant » (meaningful, but 
also : not trivial, not easy). 

Open Problem. Notwithstanding the interest of alternative 
analyses of predicate logic and its extensions, to be described below, 
an examination of the substitution method applied to analysis 
seems very promising at the present time. Somewhere there is a 
combinatorial lemma lurking in the proofs which show that the 
substitution method terminates and which gives information about 
the solution of the functional equations ® (f,, ...,f,) — 0 men- 
tioned above. 

11. Cut free formalizations. Other syntactic analyses of pre- 
dicate logic were developed at Gôttingen by Herbrand and Gentzen. 
They resulted in reformulations of predicate logic specially adapted 
for proofs of completeness. 

One essential distinction between the two is that Herbrand 
considers only prenex formulæ and Gentzen arbitrary !? formulæ. 
Herbrand and Gentzen gave explicit (primitive recursive) in-. 
structions for converting a proof with cuts into one without. But 
the simplest ? exposition of e.g. Herbrand’s reformulation of the 
predicate calculus goes by way of the completeness theorem : if a 
(prenex) formula is not provable by Herbrand's rules ([9], p. 158, b) 
then it is not valid ; so if a formula is provable in the ordinary way 
it must be provable by Herbrand’s rule. But though further con- 
structive analysis of the completeness proof is possible (cf. [10], 
p. 13), without it the rule for getting an Herbrand proof is only 
general recursive. 


1 The existence of prenex normal forms in classical logic makes this 
distinction more important in the analogous treatment of intuitionistic 
logic. 

: 2 J have not studied Herbrand’s own publication. The exposition is 
suggested by Beth’s semantic tableaux [2] which are a generalization of the 
criteria of refutability in [9].—The proof of Herbrand’s theorem in [9] gives 
primitive recursive instructions. 
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Given a prenex formula, say (x) (Ey) (2) À (x, y, z), we ask: 
how could it be false ? i.e. (Ex) (y) (Ez) — A(x, y, 2). There would 
have to be an element a such that (y) (Ez) — A(a, y, z) and without 
loss of generality we may as well call it 0, i.e. (y) (Ez) — A(0, y, 2). 
For y —0 we must have (Ez) — A(0, 0, z); we may as well take 
z = 1; for either z Æ 0, then calling z — 1 is permissible, if z = O0, 
then we must simply regard 1 as another name for the individual 
called 0 ; we must not take z — 0 in general. This explains the dispa- 
rateness conditions of [9], p. 173. Now in order that — A(0, 0, 1), 
there is a certain finite set of truth distributions on the prime 
formulæ of — A(0, 0, 1) which may be recorded in the form of a 
finitary tree where R,; is the conjunction of the if“ set of prime 
formulæ and negations of prime formulæ with arguments 0, 1 
which make — A(0, 0, 1) true. Next for each i we consider all 
extensions R;,, ..., R;, of R; by prime formulæ with argu- 
ments 0,1,2 which make — À (0, 1, 2) true, — A(0, 0, 1) being 
made true automatically since R;; are extensions of R;. We 
record this information in a tree 


R; R;; R 
(If there is no extension of R;, we stop the construction of R;; and 
consider R;,1, i < n.) 
If this tree is unbounded, by the Unendlichkeitslemma, there 
is an infinite branch. If the prime formulæ of (x) (Ey) (z)A(x, y, 2) 
are given the truth values which they have on such a branch and 
if the variables range over the natural numbers then — (x) (Ey) (2) 
A(x, y, z). (Completeness.) 
If the tree is bounded, the formula — (x) (Ey) (2) A (x, y, 2) is 
not satisfiable at all. Now the whole tree can be converted into 
a proof of (x) (Ey) (2) A (x, y, 2). For, regard the numerals as 


im 
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variables. All we need are rules which allow us to infer (x) (Ey) (2) 
A, y;.z) from  A(0, 0, 1) \/ A(0, 1, 2) \/...\/A(0, n, n + 1) for 
each n. The rules required are just Herbrand’s rules. Thus we 
have not only a new formalization of, but also a cogent motivation 
for the choice of the rules.—Beth [2] has used the same idea for 
treating arbitrary formulæ and arriving at a variant of Gentzen’s 
rules. ; 

Here one conceives of a counter example to (x) (Ey) (z)A(x, y, 2) 
in terms of satisfying — A [0, n, g (n)] for some given disparate 
function g and arbitrary numerals n. The impossibility of 
obtaining one, i.e. the breakdown of the construction above, 
yields a classical proof of (x) (Ey) (2) A (x, y, 2). Another concep- 
tion of a counter example is to satisfy — (x) (Ey) (2) A (x, y, 2) in 
the prenex form (Ex) (y) (Ez) — A(x, y, z) by a constant a and a 
function /, i.e. (y) — Afa, y, f(y)]. The impossibility of obtaining 
one is expressed by (Ey) A [a, y, f(y)] and this can be expressed 
explicitly by means of functionals y;(f, a) (terms containing a and f) 
such that ...\/A [a, ;(f, a), f{gi(f, a)}]V...1—This is only sui- 
table for prenex formulæ (unless one uses functionals of higher 
type) but more suitable for arithmetic than the alternative des- 
cribed above. 

12. Güdel’s Intervention. There is a totally different analysis 
of classical proofs due to Güdel. First classical proofs are replaced 
by intuitionistic ones of (classically) equivalent theorems [5], then 
these proofs are analyzed by means of certain simple functionals 
of finite type, and these in turn are shown to be well defined by 
means of transfinite induction (<e, for arithmetic with induction, 
< «w? for arithmetic without). In this way the syntactic analysis 
is effected in several manageable steps, each of them of interest in 
itself 2. For further details see Güdel’s article in the present 
volume. 


1 This is used in [9] as an auxiliary in the proof of Herbrand’s theorem. 
Below and in other publications we emphasize the independent significance 
of this step specially for the Hilbert programme for arithmetic. 

2 J regard the use of infinite induction by Schütte and Lorenzen as an 
intermediate step corresponding to the use of intuitionistic arithmetic in 
Gôdel’s work : it is to be supplemented by an analysis by means of ordinals. 
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II. Significance of Syntactic Analysis 


In accordance with para. 3 and following Herbrand’s lead we 
do not formulate the results of syntactic analysis as consistency 
theorems, but as interpretations in the sense of [10]. 

13. Mathematical Significance. To avoid repetition, we refer 
here to a recent discussion of this matter [10], in particular the 
application of an interpretation to the independence problem and 
other mathematical questions. To keep matters up to date we 
note that an interpretation in the sense of [10] of classical analysis 
in a quantifier-free classical theory of continuous functionals of 
finite type has been given whose constants are recursive continuous 
functionals ; this will appear in the forthcoming volume on Con- 
structivity of the North-Holland Press. 

As a result we have a new 

Open Problem. To give explicit characterizations (schemata) 
of the particular recursive functionals actually needed for the 
interpretation of one of the current systems of analysis. 

For independence proofs it is desirable to give alternative 
schemata. 

Digression. A totally different type of syntactic study of class- 
ical analysis is suggested by so-called predicative enterprises, e.g. 
[11], [16], [17]. It is evident that we do not get a model of class- 
ical analysis C simply by letting the variables of higher type ! in 
a formula of C range over the sets of Wang’s 2, for a fixed a! ; for 
if a is not a limit number we conflict with the theorem of the least 
upper bound, and if a is a limit number we conflict with the exist- 
ence of a non-denumerable set. However, it seems promising ? to 
try this : given a proof in classical set theory to index the variables 
actually occurring in the proof by means of ordinals a so that the 
proof goes into a set of true statement in Spector’s sense [16]. This 
would not give an interpretation in the sense of [10] because the 
statement (Ef) (g) A (f, g) is replaced by (Ef,) (g) A (f, g), with 
special a, from which (Ef) (g) A (f, g) cannot in general be inferred, 


1 Type in the sense of the simple theory of types; a is called a level. 
? Lorenzen’s trial runs on a few proofs of analysis give some hope of 
success. 
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but nevertheless such an indexing would yield independence proofs 
if for certain formulæ of classical set theory there is no indexing 
which yields true statements (if indices a less than an appropriate 
bound are used). 

The situation seems not unlike Euclidean geometry. For, just 
as in analysis, the most natural conception of a point ignores the 
matter of naming the point, i.e. how the real number is repre- 
sented or by what constructions the point is reached from given 
points. But if one wants to assert the impossibility of, say, ruler 
and compass constructions, one introduces coordinates of a suitably 
restricted kind. Actually, the analogy is not complete because the 
field of real square root extensions of the rationals is a model 
of the Euclidean geometry considered, i.e. without the general 
continuity, whereas the class of 2, sets is not a model of classical 
analysis. 

I should be pleased with a successful application of predicative 
analysis ; for it is comforting to hold on to the conjecture that if 
a method of reasoning is regarded as the only sound reasoning by 
some then it at least stands a chance of being interesting. 

14. Remark on the methods used in syntactic analysis. Most 
of the mathematical applications of syntactic analysis, whether 
achieved or projected, depend little on restrictions of the meta- 
mathematical methods, except perhaps for primitive recursive 
bounds as in [10] p. 11. In [12] there is an attractive exposition 
of a non-finitist approach to the complex of Herbrand type 
theorems ! for predicate calculi.—It is perhaps fair to say that 
the most significant results in this area were first discovered 
through a good understanding of finitist or intuitionistic concep- 
tions simply because certain results are evident from a construc- 
tive meaning of the formulæ involved. But, at least once the 
results are known, one would expect to prove them more simply by 
full use of non-constructive methods.—The situation is difierent at 
present in the study of systems of arithmetic such as Z (cf. end of 


1 Jt should be observed that, in contrast to mere consistency problems, 
Herbrand-type theorems remain significant even if no restriction is imposed 
on the metamathematical method in contrast to the consistency « proof » 
of para. 8). 


362 G. KREISEL 


para. 8).1 There is a temptation to regard these results as arti- 
ficial because the systems studied are fragments of arithmetic 
(by incompleteness) and may be freaks to which freakish methods 
are well adapted.—I do not believe that this is a fruitful account 
of the position ; on the contrary, I believe we are here faced with 
a very good problem of foundations. But I do not have a satis- 
factory answer : we have come back to the third problem of para. 
4 (cf. para. 18). 

15. Modified Hilbert Programme. We take for granted Güdel’s 
two incompleteness theorems and that finitist proof in its original 
sense does not go essentially beyond classical arithmetic ([8], p.212) ; 
the latter would follow if the formulation of finitist proof sketched 
below is accepted. Thus it is necessary to use a hierarchy of 
constructive methods for the study (interpretation) of axiomatic 
systems. As we said above, we regard Herbrand’s theorem as the 
paradigm for such an interpretation. ? 

The question is of course which aspects of Herbrand’s theorem 
are essential for the present purpose, namely the understanding of 
transfinite symbols, and which are details, perhaps of importance 
elsewhere. 

As in para. 11, according to Herbrand, €, say (x) (Ey) (2) 
À (x, y, 2), is provable in the predicate calculus, if and only if one 
of a sequence of quantifier-free A, is provable, A, being of the 
form A {a, g1 (f), f [es (DIV... VA {a ppt (), fn (I: 

Note in passing that quite trivially the sequence could be 
replaced by a single formula with a constructive metamathematical 


1 Cf. [10] and footnote to para 8. 

? In the sense of [10]. The mathematical use of interpretations for 
independence proofs, etc. is discussed elsewhere and is here taken for 
granted. Tarski and Mostowski [14] have protested against my use of the 
word «interpretation». There are two issues : (i) It clashes with Tarski’s 
use of the word in his book Undecidable Theories. (ii) Does it express at 
least one important meaning of the word in common use?—As to (i) there 
is a perfectly good word current for Tarski’s meaning, namely model, and 
in case of doubt, one could use « formal » or « syntactic » model ; also Tarski’s 
book appeared much later than my first use in J.S.L., vol. 16 (1951), 
pp. 241-267. But (ii) raises a serious question if one is interested in the 
notion of a « reduction » ; the discussion below was stimulated by Mostowski’s 
criticism le. 
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quantifier (1n), namely (n) À (n), where À (n) denotes A... (In 
the case of number theory and analysis we do not even need a 
metamathematical quantifier, but a constructive existential quan- 
tifier (Ey), y ranging over a suitable class of recursive functionals.) 

€ and A, are in the close relation that can be proved from A, 
by means of Herbrand’s rules which have the property that it is 
decidable ? for given € and A,, whether € be so proved from A,. 
What seems to me significant about this is that the logical relation 
between € and A, considered is essentially more elementary than 
the logical relations discussed, namely those of the (undecidable) 
predicate calculus. In this sense À, expresses the full content of d. 

Furthermore, as in Bernays’ consistency theorem, if © is prov- 
able from € by means of transfinite symbols and €, interpreted 
as one of the À,, is finitistically true, then so is some B,,. 2—It is 
natural that a good understanding of the use of transfinite symbols 
should include the consideration of implications 4+- © since their 
purpose is not only to produce tautologies, but also, as we said 
above, to step from extra-logical axioms to theorems. 

This analysis led very obviously to the notion of interpretation, 
in particular, in finitist (constructive) systems. The conditions 
given are intended to express what one would reasonably expect of 
an understanding of transfinite symbols by, or of a reduction to, 
finitist (constructive) means. Whether they do so, seems a proper 
subject for discussion by philosophers. I myself would apply the 
word reduction only to an interpretation of a system in one of its 
subsystems where the primitive notions and theorems of the latter 
are a subset of the former.—In particular, I do not call the set 
theoretical definitions of natural numbers or finiteness (cf. foot- 
note 7) a reduction because, though we now have only the one 
primitive notion of a set, its content is not clearly comparable with 
that of the others.—Further I should require the reduction to be 
established by (sound) methods which can be formalized in the 
subsystem itself. 


1 Since in any application of Herbrand’s rules the number of disjunction 
symbols or of free variables is reduced. 

2 This is really clear for an applied predicate calculus only, cf. in note 
on the pure predicate calculus in the remark below. 
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For me the « reduction » of primitive notions is not a matter of 
principle. A reduction does not eliminate them since merely to 
see that a proposed reduction is correct one has to start with the 
primitive notion considered anyway. But in practice such reduc- 
tions can be extraordinarily fertile if for no other reason than that 
they permit the formulation of new questions : of (x) (Ey) A (x, y) 
we ask only if it is valid or not, of A [a, {(a)] \/...\/A Ta, #, (a)] 
we ask what the complexity of the terms f;(a) is. This is typical 
of the increased information contained in Herbrand’s theorem. 
Another example is the arithmetization of the completeness theorem 
in [9] compared with the mere assertion of completeness. What 
kind of additional information is regarded as providing a satis- 
factory answer is a similar kind of question to the one about the 
significance of finitist proof ; see also end of para. 18. 

Open Problem. For a consistently constructive interpretation 
of analysis (para. 13) it is necessary to prove constructively the 
existence of the continuous functionals of whatever schema is pro- 
duced in the solution of the open problem of para. 13. This pro- 
blem is analogous to the proof of existence of Güdel’s functionals 
in para. 12. 

16. Remark. It seems desirable to discuss the bearing of an 
interpretation on Brouwer’s objection that consistency leaves open 
the possibility that some provable theorems are intuitively false. 
Remembering the difference between the intuitionistic and truth 
functional meaning of the logical constants one must use an appro- 
priate translation of classical theorems before speaking of their 
being intuitively false. Güdel elucidated Brouwer’s point most 
elegantly : in as much as consistency does not ensure w-consistency, 
Brouwer was evidently right (even if one translates classical 
(Ex) A (x) into intuitive — (x) — A(x)); on the other hand for 
classical number theory in particular Brouwer’s objection did not 
arise because of the translation into Heyting’s number theory. 
In the case of Herbrand’s own interpretation the following points 
should be noted. Using Hilbert’s terminology it is clear that 
quantifier-free formulæ, i.e. those of the elementary calculus with 
free variables of [9], are regarded as the « real » elements, others as 
ideal and in need of an interpretation. Now, Brouwer would 
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certainly not accept this because on his interpretation of propo- 
sitional formulæ, the theorems of the classical propositional cal- 
culus are not valid ; in particular, he interprets A \/B as: A is prov- 
able or B is provable ; also he wishes to substitute for propositional 
letters incompletely defined propositions, e.g. propositions con- 
taining a parameter ranging over free choice sequences ; under this 
interpretation À \/— A is evidently not valid. On the other hand, 
if a finitist had made Brouwer’s objection, Gôdel’s translation into 
Heyting’s arithmetic would not have been sufficient, and to answer 
it something like the extensions of Herbrand’s theorem /{c would 
have been necessary. However, now the formulæ of the classical 
propositional calculus could be regarded as « real » elements because 
for finitist propositions the truth-functional interpretation of the 
logical connectives is applicable. 

We note in passing that just as there was a Hilbert programme 
for understanding classical transfinite machinery from a finitist 
point of view so there is an analogous programme for under- 
standing intuitionistic machinery. Certainly as far as independ- 
ence results are concerned, the latter is more rewarding if for 
no other reason than that it is less familiar. 


| Finitist Proof 

17. Work is in progress ! on a characterization of finitist proofs 
in the usual sense : a formal system is described such that (i) each 
formal proof of the system is recognized as a finitist proof, and 
(ii) each formula in the notation of the system is asserted to be 
provable in the system if it is provable by finitist methods at all. 
The variables of the system are of two types (natural numbers and 
free function variables from the natural numbers to the natural 
numbers though the latter can be avoided), the constants are 
particular numerals, certain constant functionals and (finitist) 
proof predicates, the last two being introduced only after certain 
existential statements have already been established. The idea 


1 To be presented at the International Congress of Mathematicians 1958, 
where the characterization of other informal notions of proof will also be 
considered.—My interest in a definition of «finitist proofs » was reawa- 
kened by conversations with K. Güdel, 1955-1957. 
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corresponds closely to what Hilbert imagined the whole of mathe- 
matics to be like, namely an interplay between formal proofs and 
metamathematics ([8], p. 174-175). Finitist proofs constitute then 
the least class of proofs closed under the following condition (and 
containing a certain obvious minimum): (i) if a proof predicate 
has been shown by finitist methods to satisfy the relevant exis- 
tential conditions then it is finitist too, and (ii) if Prov(n, mis a 
finitist proof predicate already introduced, and if, with free va- 
riable n, (Ep) Prov [p, ‘A (0()'] is established by a finitist proof, 
then so is A(n);—by Gôüdel’s theorem this closure condition can 
be achieved only if no predicate of the system itself is both extensio- 
nally equivalent to the proof predicate of the whole system and 
also satisfies the conditions on a proof predicate imposed in Güdel’s 
second undecidability theorem. 

Evidently, there is no reason why the class of theorems should 
not be recursively enumerable : in fact, itis. A finitist could even 
conjecture that a particular enumeration gives precisely the class of 
finitistically provable theorems e.g. in the notation of primitive 
recursive arithmetic, but this would be, for him, an empirical con- 
jecture incapable of (finitist) proof. 

Just as with the class of recursive functions, the only complete- 
ness properties of our class of proofs are certain closure properties, 
i.e. it is the least class with these closure properties. 

The main open « problem » is to discover intuitively really con- 
vincing completeness properties, aided of course by more detailed 
information about the class itself, cf. para. 4 above. 

As pointed out in para. 4, other classes of constructive proofs 
should be studied in addition to finitist proofs. In particular, as 
Bernays mentioned in [3], p. 151, the use of the first s-number is 
intermediate between finitist and full intuitionist mathematics. It 
would be interesting to motivate the choice of some subclass of 
intuitionist proofs which includes the use, made e.g. in [1], of the 
first e-number. (1 have not done this to my own satisfaction even 
for the notion of finitist proof.) 

18. General Remark. The selection of subclasses of construc- 
tive methods of proof has its counterpart in two general tendencies 
of modern mathematics. 
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First, to discover the minimum needed for a particular purpose, 
e.g. the most general space in which a given theorem of analysis 
holds or the minimal elass of functionals needed for a constructive 
interpretation of a given non-constructive theory. 

Second, to single out, e.g. by giving a name to, general struc- 
tures, e.g. structures of proofs (finitist, predicative, etc.) or alge- 
braic structures such as groups or lattices. 

There are two extreme exponents of the second tendency. The 
robust one simply defines a structure, studies it, hopes to stumble 
on a striking property which attracts other workers who will find 
more, and so a subject is established. The reflective one develops 
a general, more or less philosophical, conception which is then to 
be formulated precisely. In our present problem of selecting sub- 
classes of constructive methods, experience persuades me to put 
greater trust in reflection. A practical limit to robust formal 
experimentation seems to be reached very soon even if one has set 
oneself a definite aim (which itself often presupposes reflection) : 
suppose we ask for a modification of classical arithmetic which 
leaves the constructive theorems (of the form (x) (Ey) A (x, y) with 
quantifier-free A) unchanged, but makes every prenex theorem 
recursively satisfiable. Who would have thought of modifying 
only the rules for the propositional connectives, as is done in intui- 
tionistic arithmetic, although only the class of theorems containing 
quantifiers is changed? However, if one has the concept of con- 
structive proof and Heyting’s interpretation of the logical constants 
this step is inevitable.—Note in passing that the answer to the 
question above is not unique, e.g. [— p—(q\/r)|—[(-— p—9Q) 
(= p—r)] could be added to the propositional axiom schemata 
or, again, for primitive recursive A(x), — (x) À (x) — (Ex) — A (x) 
though the former is not deducible in Heyting’s propositional 
calculus and the latter is deducible in his arithmetic only if 
(Ex) — A(x) \/ (x) A(x) is too. 

There is, I believe, a certain distrust of the reflective position 
because the interest of the very conception which is to be described 
may itself be questioned, as in para. 14 above. The well-known 
«justification » of the two tendencies above on grounds of economy 
is perhaps popular because it avoids this We say that the first 
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widens the range of applicability of the result and the second sub- 
sumes many special cases under one (though this may be « uneco- 
nomical » if a simpler proof applies in the special case). Actually 
certain developed parts of metamathematics such as some appli- 
cations of the completeness theorem or e.g. those of [10] have these 
virtues. But this justification does not apply if, e.g. we do not 
care about the extended range of application, as with restricted, 
so-called elementary, proofs in number theory ; nor if the general 
structure (concept) is used to formulate properties of the special 
case or questions about it which could not be formulated without 
it: e.g. when we observe that the set of rotations forms a group 
we do not use group theory to obtain new « results » about rota- 
tions. The interest of a general structure as a mathematical 
concept can be questioned just as the philosophical conceptions 
were questioned above. The economic justification is a rough 
rationalisation. I do not thereby wish to create an air of mystery ; 
on the contrary this view is free from the peculiar mysticism that 
every natural and interesting concept always leads to economy of 
thought. 

It seems to me that pure mathematics and philosophy meet 
here where there are no practical considerations to guide the for- 
mation of mathematical concepts. It is not that philosophy 
explains their formation since we hardly get beyond asking hack- 
neyed questions about their origin and their justification. Now, 
on its most natural interpretation, the former question is not purely 
conceptual ; it requires the study of near-human species in different 
environments, which is quite beyond the range of present tech- 
nique. And the latter question would seem to involve a circle, at 
least within the framework of present concepts (cf. end of para. 6). 
What seems clear is that philosophy has suggested conceptions of 
great generality such as structure, truth, proof, constructivity, in 
terms of which we discuss mathematical theories, and pure mathe- 
matics has developed them within specific contexts. 

Finitist proof is such a conception too. We have no right to 
expect as a matter of course an answer to our questions on the 
significance of finitist proofs in paras. 4, 14, and 15, and other 
mathematical concepts are, in principle, in the same boat. But as 
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a matter of practical politics there seems every reason to hope for 
a natural and satisfying answer. 

After this agonizing reappraisal we continue to ask the old 
question, only now not under Hilbert’s doctrine of Non ignorabimus, 
([8];, p. 298), but instead as a calculated risk. 


Completeness of the Predicate Calculus 


19. I wish to emphasize two points of interest of the complete- 
ness problem, namely it illustrates (i) the mathematical treatment 
of a concept of great generality in a specific context, as mentioned 
in the preceding paragraph, (ii) the limitations of a purely finitist 
metamathematics. 

If A (P,, ..., P,) is a (closed) formula of the predicate calculus 
whose predicate symbols are P,, ..., P,, then it is valid if and 
only if for every domain D of individuals and predicates P», 
P=1= n, défined in D, À (P?, ..., P°) is true on the usual inter- 
pretation of the logical symbols. The calculus is complete if every 
valid formula is provableinit. The reference to arbitrary domains 
here is a typical case of philosophical generality, reminiscent of 
the paradoxes. It would be disturbing if the paradoxes led to the 
formalization of logic and the justification of the formalization led 
back to the very notions involved in the paradoxes! Now, if one 
merely wishes to show that every theorem of the calculus is valid, 
one considers any particular set D, presumed to be well defined, 
and follows out the rules of the calculus with quantifiers ranging 
over this set; there is no generation of new sets, which is the 
typical step in the paradoxes. But, if one shows that every valid 
formula is provable, the premise itself involves quantification over 
all sets. As long as one has a precisely limited notation, one may 
expect to sharpen the result by restricting the sets for which the 
formula has to be valid. Gôüdel shows that for each A (P,, ..., P,) 
there is a single set of predicates PA defined over the domain D, 
of natural numbers such that instead of the validity of À we merely 
need the truth of A(P£, ..., P4) in D,. 

From a finitist point of view even this is not enough since in 
general the PA cannot be chosen to be constructive at all. There 


11 


370 G. KREISEL 


are two finitist versions of the result, namely (a) if A(P£$, ..., P4) 
is provable in Z then A(P,, ..., P,) is provable in the predicate 
calculus, or the stronger form (b) A(P£, ..., P4) = «A(P;,...,P,) 
is provable in the predicate calculus », the implication being prov- 
able in Z for each À where the statement in inverted commas denotes 
some natural arithmetization of itself. —It should be remembered 
that these versions are not what Hilbert originally required 
([6], p. 322), namely that if A(P,, ..., P,) is not provable in the 
predicate calculus, — A(P£, ..., PA) should actually be provable 
inZ. Thereis no recursively enumerable extension of the predicate 
calculus with this property. (Hilbert evidently assumed Z to be 
complete and therefore did not distinguish between these versions 
which are equivalent on his assumption.) 

Of course, on occasions the extra information contained in the 
finitist versions is needed. But the finitist point of view is simply 
not appropriate for discussing the general problem of completeness. 
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Abstract 


Hilbert’s plan for understanding the concept of infinity required the 
elimination of non-finitist machinery from proofs of finitist assertions. The 
failure of the original plan leads to a hierarchy of progressively less elemen- 
tary, but still constructive methods instead of finitist ones (modified Hilbert 
programme). À mathematical proof of this failure requires a definition of 
« finitist ».—The paper sketches the three principal methods for the syn- 
tactic analysis of non-constructive mathematics, the resulting consistency 
proofs and constructive interpretations, modelled on Herbrand’s theorem, 
and their mathematical and logical consequences. A characterization of 
finitist proofs is sketched. A remark on the completeness of the predicate 
calculus concludes the paper. Throughout open problems and alternative 
approaches are emphasized. 


Zusammenfassung 


Hilbert sah das Verstehen des Begriffs des Unendlichen in der Elimi- 
nierung nichtfiniter Methoden aus Beweisen finiter Sätze. Das Versagen 
dieses Unternehmens führt zu einer Hierarchie progressiv weniger elemen- 
tarer, aber noch konstruktiver Methoden, statt der finiten (modifiziertes 
Hilbertsches Programm). Ein Unmôglichkeïtshbeweis des ursprünglichen 
Planes setzt eine Definition von «finit » voraus. — Die drei wichtigsten 
Methoden der syntaktischen Analyse nichtkonstruktiver mathematischer 
Theorien, die daraus gewonnenen Widerspruchsfreiheitsbeweise und kon- 
struktiven Interpretationen (nach Herbrand) und deren mathematische und 
logische Anwendungen werden besprochen. Eine Präzisierung des Begriffs 
«finit» wird skizziert. Eine Bemerkung zur Vollständigkeit des engeren 
Funktionenkalküls beschliesst die Abhandlung. — Offene Fragen und kom- 
plementäre Fragestellungen werden betont. 
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1. Am Colloquium «Konstruktivität in der Mathematik » in 
Amsterdam (1957) habe ich darüber gesprochen, dass die bisher 
untersuchten Klassen speziell-rekursiver Funktionen offenbar ver- 
dienen, konstruktiv genannt zu werden, die allgemein-rekursiven 
Funktionen aber nur mit einer Einschränkung, die sich gar nicht 
zirkellos formulieren lässt. So erhebt sich die Frage, ob sich viel- 
leicht durch eine zirkelfreie Definition eine môglichst weite (die 
genannten speziell-rekursiven Funktionen jedenfalls enthaltende) 
Funktionenklasse, die noch mit Recht konstruktiv genannt 
werden kann, zwischen diese Funktionenklassen einschalten lässt. 
Jeder bisherige Versuch, eine derartige Funktionenklasse zu 
erfassen, ist gescheitert. Die vorliegende Arbeit zeigt das Scheitern 
eines weiteren solchen Versuchs. 

Durch eine vermittelte mündliche Mitteilung ist mir das fol- 
gende Problem von L. A. KALUZNIN zur Kenntnis gekommen. 

Bei der Programmierung der Rechenautomaten ist es Brauch, 
den Gedankengang mit Skizzen (sogenannte Blockschemata) zu 
begleiten und dadurch anschaulich zu machen. Nach KALUZNIN 
lässt sich der in der Praxis ohne genügende Präzisierung ge- 
brauchte Begriff des Blockschemas, oder nach der von KALUZNIN 
stammenden Benennung des Graphschemas, folgendermassen exakt 
definieren !. 

Ein Graphschema & ist ein endlicher, zusammenhängender, 
gerichteter Graph, mit zwei ausgezeichneten Knotenpunkten (die 
Knotenpunkte eines Graphen werde ich kurz « Ecken » nennen) : 
in die Ecke E (Eingang) läuft keine Kante hinein ; aus der Ecke A 
(Ausgang) läuft keine Kante hinaus; zu jeder anderen Ecke 
gehôren sowohl einlaufende als auch hinauslaufende Kanten. 


1Es ist eine längere, mir bisher nicht bekannte Arbeïit von KALUZNIN 
über die Eigenschaften von Graphschemata im Erscheinen. 
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Genauer gehôürt zu jeder Ecke ausser À genau eine hinauslaufende 
Kante, oder es gehôüren zu ihr genau zwei hinauslaufende Kanten ; 
die ersteren Ecken und auch A werden mathematische Ecken 
genannt, die letzteren logische Ecken. Einer der beiden Kanten, die 
aus einer logischen Ecke hinauslaufen, wird der logische Wert 
(wahr) zugeordnet ; der anderen der logische Wert ! (falsch). 

Zu jedem Graphschema gehôürt eine Menge 9. Jeder mathema- 
tischen Ecke ist eine mathematische Funktion zugeordnet, welche 
auf einer Teilmenge von OÙ definiert ist, und auch als Werte 
Elemente von 9 annimmt ; jeder logischen Ecke ist eine logische 
Funktion zugeordnet, die ebenfalls auf einer Teilmenge von 9 
definiert ist. Die den Ecken E und A zugeordneten Funktionen 
werde ich auch mit E und A bezeichnen ; sonst bezeichne ich eine 
mathematische Funktion mit einem kleinen, eine logische mit einem 
grossen griechischen Buchstaben. Nun liefert das ganze Graph- 
schema & die Werte einer auf einer Teilmenge von SK definierten 
Funktion &(m),und zwar in folgender Weise : Ist ein me ON gegeben, 
dann soll der Ecke E der Wert E (m) zugeordnet werden. Ist E 
eine mathematische Ecke und E (m) — m,, so gehen wir auf der 
einzigen aus E hinauslaufenden Kante weiter, und der nächsten 
Ecke C ordnen wir den Wert der zu C gehôürigen Funktion an der 
Stelle m, zu. Ist E eine logische Ecke, und ist E (m) einer der logi- 
schen Werte ? und }, so gehen wir auf jener Kante weiter, welcher 
der Wert E (m) zugeordnet wurde; der nächsten Ecke C ordnen 
wir dann den Wert der zu C gehôrigen Funktion an der Stelle m zu. 
Aus C gehen wir genau so zur nächsten Ecke über, usw. Gelangen 
wir zu einer Ecke, welcher bereits früher ein Wert zugeordnet 
wurde, dann soll dieser Wert im Sinne der vorangehenden Vor- 
schrift abgeändert werden. Es ist môglich, dass das Verfahren 
irgendwo, noch bevor man A erreicht, stecken bleibt : zum Beispiel 
gleich beim ersten Schritt, wenn m nicht zum Definitionsbereich 
von E (m) gehôrt. Es kann auch vorkommen, dass in der Fort- 
setzung des Verfahrens ein Kreisweg unendlich oft beschrieben 
wird. Falls aber das Verfahren in endlich vielen Schritten zur 
Ecke A führt, mit einem Wert, für den die Funktion A definiert 
ist (hier muss das Verfahren stecken bleiben, da aus A keine Kante 
hinausführt), so erhalten wir eindeutig einen zu A geordneten 
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Wert m* e SC. In diesem Fall sagen wir, dass & (m) an der Stelle m 
definiert ist, und den Wert m* annimmt. 

2. Zum Beispiel kann die zahlentheoretische Funktion a +n 
durch das folgende Graphschema definiert werden : SK soll die 
natürlichen Zahlen, ferner die aus natürlichen Zahlen gebildeten 
Zahlenpaare und Zahlentripel enthalten; die mathematische 
Funktion E sei für Zahlenpaare definiert und ihre Werte seien 
Zahlentripeln ; A sei für Zahlentripel definiert und ihre Werte seien 
Zahlen ; ausser diesen definieren wir noch für 
Zahlentripel eine logische Funktion 7, und 
eine mathematische Funktion 6, deren Werte (En) 
ebenfalls Zahlentripel sind (in den weiteren 
werde ich diese Daten nicht mehr so ausführ- 
lich aufzählen); dann ist das a + n definie- G) 
rende Graphschema das folgende : 1 


E (n, a) = (0, n, a), 
T'(i,n, w)=n=i, (a) (4) 
A (i, n, w) = w, 
: Fig. 1 
ô (, n,w) = (', n, w'), 
wobei m’ die auf m folgende natürliche Zahl bedeutet. 


Durch das geschilderte Verfahren ergibt sich tatsächlich (den 
Übergang mit — bzw. mit rh bezeichnet) : 


(n, a) — (0, n, a) 


a, falls n —0 (1, n, a’) sonst 


a’, falls n = 1 (2, n, a”) sonst 


a, falls nr —2 
also 


&G(n, a) =a +n. 
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3. Nun ist zu vermuten, dass die durch Graphschemata defi- 
nierbaren zahlentheoretischen Funktionen je nach der Kompliziert- 
heit der betreffenden Graphschemata in Klassen geteilt werden 
kônnen ; und so kônnte man konstruktive Zwischenstufen zwischen 
den bekannten speziell-rekursiven Funktionen und den allgemein- 
rekursiven Funktionen erhalten. Darin besteht das Problem von 
KALUZNIN. 

Im Folgenden werde ich zeigen, dass dieser Weg nicht gangbar 
ist, da sich jede allgemein-rekursive Funktion durch Graphsche- 
mata von ähnlicher Struktur definieren lässt. 

Betreffend der grundsätzlichen Kentnisse über rekursive Funk- 
tionen berufe ich mich auf mein Buch1. 

4. Jedenfalls müssen gewisse Ausgangsfunktionen angenommen 
werden, die den einzelnen Ecken zugeordnet werden kôünnen; die 
durch derart erhaltene Graphschemata definierten Funktionen 
kônnen dann den mathematischen Ecken neuer Graphschemata 
zugeordnet werden usw. Wenn aber eine mathematische Ecke C 
eines Graphschemas & durch ein eingeschaltetes Graphschema 
ersetzt wird, welche die zu C gehôürige mathematische Funktion 
definiert, so sieht man leicht, dass auch durch das derart modifi- 
zierte Graphschema die ursprüngliche Funktion &S(m) definiert 
wird. So kônnen wir uns auf Graphschemata beschränken, deren 
mathematischen Ecken die angenommenen Ausgangsfunktionen 
zugeordnet sind. 

Bereits in der vorherigen Definition von a+n wurde die 
logische Funktion n = i als Funktion der natürlichen Zahlentripel 
(i, n, w) benutzt. Im Beweis meiner Behauptung werde ich mich 
auf Graphschemata beschränken kônnen, bei denen als logische 
Funktion nur die Gleichheit zweier Variablen auftritt, als Funktion 
beliebig vieler natürlichen Zahlenvariablen betrachtet. Diese seien 
also die logischen Ausgangsfunktionen. (Man sieht leicht, dass man 
sich auch bei beliebigen Graphschemata auf logische Funktionen 
der Form æ—y, oder sogar der Form x— 0 beschränken kann, 
falls statt anderer logischer Ausgangsfunktionen ihre charakteri- 


?R. PÉTER, Rekursive Funktionen, Budapest, Akademischer Verlag, 2. 
Auflage, 1957. 
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stischen Funktionen als mathematische Ausgangsfunktionen ange- 
nommen werden). 

Als mathematische Funktionen wurden in der Definition von 
a + n Tripeln von natürlichen Zahlenvariablen benutzt, wo für 
einzelne Variablen 0 beziehungsweise m' eingesetzt wurde ; auch die 
natürliche Zahlenvariable w kam als Funktion der Tripel (i, n, w) 
vor. Allgemein werde ich für alle k die k- beziehungsweise k + 1- 
Lupelo(t. nn) beZichungsweiset(n;,1.7 4 n,30)eunde(r,..., 
ny, M’) als Ausgangsfunktionen annehmen, wobei n,, ...,n, und 
m (worunter auch gleiche vorkommen künnen) die natürlichen 
Zahlen durchlaufen; und all diese kônnen auch als Funktionen 
beliebig vieler natürlichen Zahlenvariablen (diese in beliebiger 
Reiïhenfolge aufgezählt) betrachtet werden. (Funktionen mehrerer 
Variablen treten hier immer als Funktionen einer Variablen auf, 
wobei die Variable Zahlentupeln durchläuft.) Für k = 1 schreibt 
man statt (n,, ...,n,) — (n,) einfach n,; für k — O0 wird aus den 
obigen k + 1-tupeln einfach 0 und m’. 

Ich behaupte nun, dass jedeallgemein-rekursive Funktiondurckh ein 
Graphschema definierbar ist, dessen Ecken nur solche Ausgangsfunk- 
tionen wie die genannten zugeordnet werden. Ein derartiges Graph- 
schema werde ich Normalschema nennen. (Also gehôürt zu jeder Funk- 
tion eines Normalschemas eine Stellenzahl /, sodass die betreffende 
Funktion für ein t-fupel dannund nur dann definiertist, wenn{—list.) 

5. Die Ausgangsfunktionen selbst kôünnen freilich durch Normal- 
schemata definiert werden : das betreffende Graphschema besteht 
aus einer einzigen Ecke E — A, und dieser Ecke wird die be- 
treffende Ausgangsfunktion zugeordnet. 

Die Einführung fiktiver natürlicher Zahlenvariablen geschieht 
auch immer leicht durch ein geeignetes Normalschema : wird zum 
Beispiel eine mathematische Funktion o (mm, ...,n,) durch ein 
Normalschema @ definiert, so erhält man ein Normalschema für 
D (Nys +. Mrs My -.., Nu) indem man in G jeder Ecke dieselbe 


Funktion wie vorhin zuordnet, aber als auch von m,, ..., m, ab- 
hängig betrachtet ; auch so betrachtet sind ja diese Funktionen 
Ausgangsfunktionen. 


Ebenso leicht ergibt sich auch der im Folgenden mehrmals 
benutzte 
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Hilfssatz: Falls eine Funktion ç (mu, ..., m) von natürlichen 
Zahlenvariablen durch ein Normalschema & definierbar ist, so ist 
auch 


œp* (n, ss Nys M; CE M) = (nu; .….. Ds P (M, ... nu)) 


durch ein geeignetes Normalschema G* definierbar. 
Hier kann y (m,, ..., m,) auch irgendein s-tupel sein ; unter 


(is PS Use) 
soll immer 

(RS NS RENTE EME TS) 
verstanden werden. 

Beweis: Erstens ist zugleich mit y auch g* eine Ausgangs- 
funktion. Man erhält nun &* aus G, indem man jede, zu einer 
mathematischen Ecke von & gehürige Ausgangsfunktion y durch 
(nu, ..., x, y) ersetzt, und jede, zu einer logischen Ecke von &G 
gehôürige Funktion als auch von den Variablen n,, ..., n, abhängig 
betrachtet. 

6. Bekanntlich kônnen alle allgemein-rekursiven Funktionen 
aus primitiv-rekursiven Funktionen durch Substitutionen und 
«u-Operationen » aufgebaut werden, wobei die Anwendung der 
u-Operation auf eine Funktion g (m, n,, ..., n,) die Bildung von 


di [p (, m3, ..., ny) = 0], 


das heiïsst des kleinsten ti bedeutet, für welches g (i, nm, ..., ny) = 0 
gilt ; unter der Annahme, dass zu jedem k-tupel (n,, ...,n,)eini 
mit @ (t, M, ..., n,) — 0 existiert. 

Die primitiv-rekursiven Funktionen kônnen dabei von 0 und n’ 
ausgehend durch Substitutionen und primitive Rekursionen der 
Form 

p(0; as. ar) = (a; 135 a) 


PT Gene OR) D (Ts io +: c5 xs D (Ts As - - -» U)) 


aufgebaut werden. 

Ich habe also schrittweise die folgenden Behauptungen zu 
beweisen : 

1) 0 und n’ sind durch Normalschemata definierbar (das wurde 
schon in Punkt 5 erledigt). 
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2) Falls gewisse zahlentheoretische Funktionen bereits durch 
Normalschemata definierbar sind, dann gilt dasselbe auch für die 
aus ihnen durch Substitutionen aufgebauten Funktionen. 

3) Falls a (&,..., ax) und B(n, &,..., ax, w) bereits durch 
Normalschemata definierbar sind, so gilt dasselbe auch für die aus 
ihnen durch primitive Rekursion der obigen Form definierte 
Funktion. 

4) Falls  (i, n, ..., n,) bereits durch ein Normalschema defi- 
nierbar ist, so gilt das auch für die aus œ durch w-Operation er- 
haltene Funktion (angenommen, dass diese existiert). 

7. Zum Beweis der Behauptung 2) zeige ich : Falls a (mM,..., ny) 
beziehungsweise B; (m, ..., mu) für à — 1,2, ..., k durch gewisse 
Normalschemata 


beziehungsweise 


Fig. 2 Fig. 3 


definiert werden kônnen (die Bezeichnung involviert nicht, dass die 
Funktionen B; von denselben Variablen abhängen, da die Ein- 
führung fiktiver Variablen bereits zugelassen ist), so erhält man 
für die Funktion 


AU NN): à ce Deilirs nf) 


folgendermassen ein definierendes Normalschema : 


Fig. 4 
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Hier ist 

E(ussises mn) = (008 TE ATEN 
ferner für i = 1,2, ...,k — 1 


VS ous is Lise 22» 10) == (ts IT EEE 


und 


Mn (Us os Ms yes ce IDE) NUS ER 


Diese sind Ausgangsfunktionen. Die zu den Ecken des 
modifizierten Graphschemas gehôrigen Funktionen unter- 
scheiden sich von den entsprechenden Funktionen des 
ursprünglichen Schemas darin, dass sie für (m,,...,mu, 
W,, ..., W;_,, M) Statt m definiert sind und — im Fall 
mathematischer Funktionen — statt eines Wertes m* 
den Wert (mu, ..., M, W,, ..., W;_,, m*) annehmen. 


Denn daraus ergibt sich tatsächlich 


(Ms 0.3 M) — (Mao + 05 Mo Mo ee 2 5 NU) —+ ES (Ms + Ms Ms + + +9 MU) > 
ue (Mas ee Mi Ba (Ms + MU) (Mas + 2 + My Ba (Mas + + + NU), Ms + + + M) — 
Es (nb Mie Pas à + 5 M) Ma sets ss M) = ibés 


+ (Ms eee Ms Ba (Mas ce e0 Mio Ba (Mas ee M) = ES 
Et, as nul (tsse TU) ta (sue a) lie TO 
ee (Mas 3 Ms Pa (Mas ce co My)osees Bus (Mas ee à MU), Br (Ms 2 M4) > 


— (Bi (nu, EST) CR BEM ES )) = 
PAPER. 1h); Ne De (us eee U)) +... 
+ @ (Ba (Ms + + +5 M), + + 5 PB (Ms + + MU). 


8. Zum Bevweis der Behauptung 3) zeige ich : Falls a (a,,...,ay) 
beziehungsweise B (n, &, ..., a,, w) durch die Normalschemata 


beziehungsweise 
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definiert sind, so erhält man für die durch die primitive Rekursion 


œ (0, A; es dy) = a (&, ..., Qy) 


P(n', &, ..., @) = B(n, &, ..., ax, p (1 &, .:., a) 


definierte Funktion + (n, &, ..., a;) folgendermassen ein definie- 
rendes Normalschema : 


Hier ist 
AU tou) = {(0n,4., 
ie is ss Up): 
An, ds D) =in =, 
PL 1, dt...) = Ùy 


PDO, , dl, W)= (El, 4, ..", 


nt ondes nslD)e 


T'und A sind dabei Ausgangsfunktionen. 
E und Ô entstehen durch Substitutionen 
aus Ausgangsfunktionen ; die zugehôrigen 
Ecken kônnen also durch die entspre- 
chenden Normalschemata ersetzt werden. 
Ferner unterscheidet sich jede Funktion ®* 
beziehungsweise O* der angedeuteten Hilfs- 
graphschemata von der entsprechenden 
ursprünglichen Funktion # beziehungsweise 
© darin, dass sie, falls die ursprüngliche 
Funktion für /-tupeln definiert wurde, für k + 2 + l-tupeln 
definiert ist, und es ist 


Ê* (M; ...s My+os Ti» ….. 1) == (m, .. Mi D U0(r, .... )) 
beziehungsweise 


CARTE EN CE lu) = OUEN, TE); 
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Denn daraus ergibt sich tatsächlich 


(n, &, ..., 4) —(0,n, As + + + Ays Ass ...s 4) +E; (0, n, As + « «> Ays As sos AR 


... —+ (0, 1, 4x ..., Ayo G (Qi, +. .s Ay)) 


RE OT 


al(ap..4)=p(0,4,.:.,0;)) (1,7... 0p0, 50 PO RES 
falls n — 0 E;(1,n,@,...,4p 0,0. .., ps P(0, @ . . +, @j)) +. 
+... (1,n,@...,0p B(0, @. . .; dx; P(0, A + . ., Axe) 
| sonst 
RES PET OPA 
PU... 4p (00.1... 0) =p{(l,4,.., 0 
falls n — 1 


also 
SUN, DJ DUT ris dE): 
9. Zum Beweis der Behauptung 4) zeige ich : Falls 
(in... 1x), Wobeies zu jedem k-tupel(n,;,...,n,)einimit 
o(i,,...,nx) —0 gibt, bereits durch ein Normalschema : 


definiert ist, so erhält man für 
Li [g (i, Dis +... ny) TT 0] 


folgendermassen ein definierendes Normal- 
schema (durch nochmalige Einschaltung 
des modifizierten o-definierenden Normal- 
schemas erhielte man aus diesem ein- 
facheren Schema ein genau solches, wie 
in Nr. 8): 


Fig. 10 
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Hier ist : 

Gen) A0 DU... 0, Lu, .:., 1), 

PEN, 7. hi, D) =W=m, 

AM Us Lys) 1; 

CAS eme ÉD UT TL RE ES TS LUN UPRETIS USE 
Diese Funktionen sind wiederum Ausgangsfunktionen, oder ent- 
stehen aus solchen durch Substitutionen ; im letzteren Fall kônnen 
die betreffenden Ecken wiederum durch die entsprechenden Nor- 
malschemata ersetzt werden. Ferner unterscheidet sich jede Funk- 
tion #* bezichungsweise @* des angedeuteten Hilfsgraphschemas 
von der entsprechenden ursprünglichen Funktion 4 beziehungs- 
weise © wieder darin, dass sie, falls die ursprüngliche Funktion 


für /-tupeln definiert wurde, für k + 2 + l-tupeln definiert ist, und 
es ist 


CUS aboli es Dh sets Mia (Piste ir) 
beziehungsweise 
RTE EME des l'as eee PO (lie ms Pile 
Denn daraus ergibt sich : 


D on) +(0,0,n,,....ne0umnt,n) Es (0;0/ni,..ans On En) +: 


...—+ (0, 0; ny .. > No P (0, Nu eus) 


DO np, me Où (OL nu, co tin. las) 
E; (0, 1,1, ..s Ds 1,7, ss y) — .. 


.…. —+ (0, 1, nn, ..., Nu P (1, Nu +; Nx)) SONSt 


Pialso (1, n°. . sn) = 0 
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Da es nach der Annahme zu jedem k-tupel (n,, ..., n,) ein à mit 
oi, 1, ..., ny) —0 gibt, führt dieses Verfahren nach endlich 
vielen Schritten zu Ende, und liefert tatsächlich das kleinste der- 
artige 1. 

Damit ist die Behauptung bewiesen : {atsächlich kann jede all- 
gemein-rekursive Funktion durch ein geeignetes Normalschema defi- 
niert werden. Die Form dieses Graphschemas ergibt sich unmittelbar 
aus den vorangehenden Überlegungen, und zwar ist sie unab- 
hängig davon, ob die fragliche Funktion zu einer bisher betrachte- 
ten Klasse der speziell-rekursiven Funktionen gehôürt, und wenn ja, 
davon, zu welcher von diesen sie gehôrt. Also ist die Form eines 
entsprechenden Graphschemas nicht geeignet zur Klassifizierung 
der rekursiven Funktionen. 

Derselbe Gedankengang wie oben, falls die Annahme, dass es 
zu jedem k-tupel (n,,...,n,) ein à mit œ(i, n,...,n,) — 0 geben 
soll, fallen gelassen wird, führt zum Ergebnis, dass sogar jede 
partiell-rekursive Funktion durch ein geeignetes Normalschema de- 
finiert werden kann. Die Graphschemata, die allgemein nur auf 
einer Teilmenge der Elementenmenge 9 den Wert der definierten 
Funktion liefern, scheinen gerade dazu geschaffen zu sein, dass 
man durch sie partiell-rekursive Funktionen definiert. 

10. Auch umgekehrt ist jede zahlentheoretische Funktion 
œ (1, ..., n), welche durch ein Normalschema & definiert werden 
kann, partiell-rekursiv ; und falls SG (m) für alle natürlichen Zahlen- 
Ketupelnèm —= (nn, ...,n,) definiert ist, So ist o (1, ..., Rx) al 
gemein-rekursiv. Das zeige ich im Folgenden. 

Die Ausgangsfunktionen, die den Ecken 


ERREUR NT EX 


von GS zugeordnet sind, sind für /-tupeln natürlicher Zahlen defi- 
niert, wobei ! — 1, 2, 3, ... sein kann, und auch als Werte nehmen 
sie gewisse /-tupeln natürlicher Zahlen an. Die zu & gehürige 
Menge 9 muss diese l-tupeln enthalten ; es ändert nichts, wenn 
ich annehme, dass alle /-tupeln natürlicher Zahlen für L — 1, 2, 
3, ... zu ON gehôüren. 

Den l-tupeln künnen ein-eindeutig die natürlichen Zahlen zu- 
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geordnet werden, und zwar in primitiv-rekursiver Weise. Es gibt 
nämlich ! für alle / primitiv-rekursive Funktionen 


0) (an), o® LENS of) (n), 
(dabei ist o%) (n,) = n, und of (n) = n), 


so dass dem /-tupel(n,, ..., n;) der Wert o (n,,...,n,) zugeordnet 
werden kann, wobeiï die natürliche Zahl n dem /-tupel (of (n), ..…., 
oŸ (n)) zugeordnet wird; so dass 


0 (6ÿ) (n), ..., 00 (n)}=n 


und 
e® (60 (nm, ..., n)) = ns, ..…., of (0 (n, ..., n)) =n 


gilt. 
Nun soll IT — (a, 4, ...) diejenige Anordnung der Elemente 
von A bedeuten, wobeiï 


N = Agn+1s (Us Ne) = (26) (n, 7) +1)» 
(is Nos N3) = Apr (206) Gu,n:,n3)+1)» +: : 
gilt. 

Den mathematischen Ecken von &S kônnen nun folgenderweise 
zahlentheoretische Funktionen zugeordnet werden : gehôrt zu einer 
solchen Ecke die mathematische Funktion a, dann ordnen wir 
dieser Ecke die zahlentheoretische Funktion 


B (n) = m, falls a (a) = am ist, 
0, falls a (a,) nicht definiert ist 
ZU. 

Da a, nur für n > 0 definiert ist, ist B (0) = 0, und für alle n, 
für welche a (a,) definiert ist, ist 8 (n) > 0. Es gilt also dann und 
nur dann B (n) + 0, wenn a (a,) definiert ist. 

B (n) ist primitiv-rekursiv. Denn nehmen wir an, dass a für 
l-tupeln definiert ist. Dann bedeutet die Fallunterscheidung in der 


1 Siehe zum Beispiel R. PÉTER, Mehrfache und transfinite Rekursionen, 
in The Journ. of Symb. Log., 15 (1950), S. 248-272. 


12 
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Definition von B(n), dass n genau durch die /—1-te Potenz von 
2 teilbar ist, oder nicht; und dies ist bekanntlich eine primitiv- 
rekursive Beziehung. Als Ausgangsfunktion kann a von einer der 
folgenden Formen sein : 

a, ..., Ni) = (Mis cs Ni); 

a (nu, CUT I) — (ni; 9 Ni,s 0) 
oder È 


as cs M) = (is ces is Nip); 


wobei jede der Variablen n;,...,n;,n;,, eine bestimmte 


der Variablen 51,4: naista Aus, = (ts 100) RaIa0 
n = 211(200 (n;,, ..., ny) + 1) erhält man für jedes 


n n 
us ET 
(4 (RS Mn) SEE CRE 


(wobei [a] die grôsste, a nicht übersteigende natürliche Zahl 
bedeutet), als eine primitiv-rekursive Funktion 6 (n) von n. Im 
ersten Fall ist dann 


Or-1 (200 (ef (® (n)}, ..…, of) (50 (n))) + 1), 
B (n) — falls 271 |n und 2!+n 
0 sonst ; 
im zweiten Fall 
2r (2000 (of) (90 (n)), …, ef? (80 (m)), 0) + 1), 
B (n) = falls 21-1|n und 2'{n 
0 sonst ; 


und im dritten Fall 


27 (20440 {012 (80 (n)),… ef (#0 (n)), (ef. (80 (m))') +1), 


AU falls 271] n und 2!{n 
0 sonst ; 
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und diese Definitionen ergeben B (n) in jedem Fall als eine primitiv- 
rekursive Funktion. 

11. Sei nun a, = (nm, ...,n;) ein k-tupel, für das & (a,) defi- 
niert ist. Das Graphschema S liefert also in endlich vielen Schritten 
den Wert G(a,) — œ (M, ..., n;). Seien die Indizes der dabei be- 
nutzten mathematischen Ecken, in der Reïhenfolge ihrer Ver- 
wendung 


: Jus Des +. je = S. 
Dann ist 


o (nu, RELE Nx) = aj,(... aj, (aj, (u, GÉRCES Ny)) ...), 


wobei jede der auftretenden Funktionen a; definiert ist an der 
betrachteten Stelle. Der Wert der rechten Seite, als ein Wert der 
zahlentheoretischen Funktion y, muss eine natürliche Zahl m sein. 
In unserer Anordnung ist 


M = mt UN (M, ..., Ny) = Agk-1(20%)(n4,.…, ny) + 1)- 
Nach der Definition der entsprechenden Funktionen £ gilt also 
B, (8, (85, (2672 (200 (m, ..., mm) + 1)))…) Lo Le 
20 (Is. ip) EE 


(dabei ist der Wert jeder auftretenden Funktion B; an der betrach- 
teten Stelle von 0 verschieden), und daher 


B, (. 2. Ba (bn (2-2 (200 (ms 2 ru) + 1))) fe) # 


EE .- | 2 
Um (nm, ...,n,) zu erhalten, muss hier noch die Folge 


fs Jos ++. Je 


bestimmt werden. Dazu muss aber das ganze Wirken von G, auch 
in den logischen Ecken, näher betrachtet werden. 

12. Zu jeder der logischen Ecken E; gehôrt eine logische 
Funktion der Form 


Lie) == No 


——_—_—— 
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(Wegen der späteren Anwendung bemerke ich, dass hier für 
An = (ns +. 1) 


n= 2h71 (260 (n,, ...m,) +1) und daher 0 (m, ..., )= 6) (n) 


ist, also 
Ti (an) = of (6% (n)) = of? (8 (n)). 


Da à hier nur endlich viele (hôchstens s — 1) Werte annehmen 
kann, so lassen sich où (n,, ..., ny), ô& (n), efln (n) und ol (n) 
auch in Abhängigkeit von l; als primitiv-rekursive Funktionen 
definieren.) 

Dabei ist 0 < u,, v,<l,; und 1 (i) — L;, u (i) = u; und v (ù) = »v; 
lassen sich hier als primitiv-rekursive Funktionen definieren, da 
sie von endlich vielen Fallunterscheidungen abhängig sind. 

Aus demselben Grund sind auch 


0, falls 0 < i < s und E; eine mathematische Ecke ist 
v (1) = 1 1, falls 0 <i< s und E; eine logische Ecke ist 
und etwa 2 sonst, 


 __J j, falls » (i) — 0 und eine Kante von E,; nach E; führt 
AUULE i 
0 sonst, 


j, falls » (i) = 1 und eine mit t bezeichnete Kante 
#1) = von E; nach E; führt 
0 sonst 


und 


j, falls » (i) — 1 und eine mit | bezeichnete Kante 
A (1}= von E; nach E; führt 
0 sonst 


primitiv-rekursive Funktionen von i. 
Nach unserer Annahme gibt es nun zu (n,, ..., n,) einen Weg 
über gewisse Ecken 
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auf welcher der Wert & (n,, ..., ny) sukzessiv berechnet wird ; und 
damit kann die Berechnung unseres 


(*) B, (. ne Bi, (8, (2e (200 He Nx) + 1))) LA ) 


parallel laufen. Die « Zwischenwerte » von (*), die bei der sukzessi- 
ven Berechnung vorkommen, seien durch 


DNS ee 1) 
bezeichnet. Sei also zuerst 
œ (0, M, eÙe1s9 Nx) —_— 2k71 (200% (; …... Nx) + 1% 


Mit diesem Wert kommen wir an E, — E; heran; hier wird 
œ (1, n,, ...,n,) gebildet usw. Zu En gelangen wir also mit 
dem Wertæ(m,n;,...,n,),und hier wird darausæ(m+1,n,...,n,) 
folgenderweise gebildet : 


)=0 
)=1 


RS (o (m, [ls +... nx)), falls v (à 
œ (m + 1,1, His n)= (mn N,)s falls y (à 
und etwa 0 sonst. 


m+1 


m+1 


Dann ist der mit (*) bezeichnete Wert « (r, 1m, ..., ny). 
Sei 

B; (n), falls » (ù) — 0 

und etwa 0 sonst ; 


pm =| 


so ist B (i, n) primitiv-rekursiv ; und in der vorherigen Definition 
kann P,,, (© (m, M, ..., y) durch B(i,,,, © (m, M, ..., Nx)) 
ersetzt werden. Nun haben wir noch ,,, das auch von n,, ...,n 
abhängt, als eine Funktion «(m, nm, ..., n,) zu definieren. Da i, 
nicht eingeführt wurde, kann dabei « (0, n,, ..., n,) beliebig, zum 
Beispiel als 

DOS RE ni)" 0) 


definiert werden. Ferner ist für alle n,, ..., ny 


OP TERE ATE) els 
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und fürm > 1, wenni,, wieder als Abkürzung für « (m, n;, ..., ny) 
verwendet wird : 


t (i,), falls »(in) = 0 
x (in), falls (in) = 1 und 


g{tm) (at 0) (o (Me This nx))) = 


U(im) 


— Qfitim) (on) (o (m, 3, ..., nx))) 


Oo(im) 


A (i,), falls »(i,) = 1 und 


u(m+1,n,...,Nx) = 


Re (at) (co (M, Ni, -.., nx))) se 
Lim Im 
48) (000) GB Ra) 
0 sonst. 
So erhält man für (m, n,, ..., ny) und œ (m, n;, ..., ny) simultane 


Rekursionen, woraus sich beide Funktionen als primitiv-rekursive 
Funktionen ergeben 1. 

13. Das Wirken von & wurde derart festgestellt, dass man auf 
dem geschilderten Weg ein einziges Mal zu E, gelangt, mit einem 
Wert, für den die zu E, gehôrige Funktion definiert ist (und hier 
stecken bleibt). Es gibt also zu (n,, ..., n,) ein einziges r, so dass 
die Beziehung 


B(r,n,..., ny) = (6(r, Nas... Nyx) =S Und © (r, y, . .., x) Æ 0) 


gilt. Nach den Vorherigen ist das eine primitiv-rekursive Beziehung. 
Das kleinste (hier das einzige) solche r wird durch 


Ur [B (r, js nx)| 


1 Hier kann das nach der im Buch von D. HiILBERT und P. BERNAYS, 
Grundlagen der Mathematik, Bd. I., S. 328-329 angewandten Methode 
dadurch gezeigt werden, dass man eine Hilfsfunktion w(m, 1, ..., nx) 
einführt, die für m = 0, 1, 2, 3, ... der Reïhe nach die Werte 
HD enr ne): © (Du, ARRET, PR LT es 
annimmt. 
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bezeichnet. Und nach den Vorherigen ist 


Cp. = | © (u, [B(r, nr, she Tage am nillt) El IL 


Das gilt für alle k-tupeln (n,,...,n,), für welche œ(n, ..., Ny) 
durch & definiert wird. Nun ist aber 


Lo Cu, [B (rs rs SIREN 
2 


o (nm, “ma 2e| 


eine partiell-rekursive Funktion. Wird œ(m,...,n,) für alle 
k-tupeln (n;,...,n,) definiert, so gibtes zu jedem k-tupel(n,,...,n3) 
ein r, für welches B(r, n,...,n,) besteht ; und so wirdo(n,,...,ny) 
durch (**) als eine allgemein-rekursive Funktion definiert. 

Damit ist die Behauptung bewiesen: die partiell-rekursiven 
Funktionen stimmen mit den durch Normalschemata definierbaren 
zahlentheoretischen Funktionen überein ; und darunter die allgemein- 
rekursiven Funktionen g (n;, ..., n,) mit solchen, deren Werte durch 
ein Normalschema für alle natürlichen Zahlen- k-tupeln angegeben 
werden. 

14. Dasselbe ist von beliebigen Graphschemata nicht zu er- 
warten: ist a(n) eine nicht-partiell-rekursive beziehungsweïise 
nicht-allgemein-rekursive Funktion, so ist auch die durch das 
Graphschema $ definierte Funktion von dieser Art (sie ist nämlich 
gerade a (n)), falls S aus der einzigen Ecke E — A besteht, und 
dieser Ecke die Funktion a (n) zugeordnet wird. In dieser Hinsicht 
kommen also nur solche Graphschemata in Frage, deren mathema- 
tischen Ecken in einem gewissen Sinn partiell-rekursive Funktionen 
zugeordnet sind. 

Hier hätte man nicht schlechthin « partiell-rekursive Funktio- 
nen » sagen kônnen, da die betreffenden Funktionen im allgemeinen 
keine zahlentheoretische Funktionen sind. Bereits bei den Normal- 
schemata waren sie im allgemeinen keine zahlentheoretische Funk- 
tionen ; es konnten ihnen aber, bei einer geeigneten Anordnung der 
Elemente der zum Graphschema gehôrigen Menge, zahlentheore- 
tische Funktionen zugeordnet werden. Auch bei beliebigen Graph- 
schemata, die zahlentheoretische Funktionen definieren, kann man 
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das tun ; und für die den mathematischen Ecken derart zugeord- 
neten zahlentheoretischen Funktionen soll die Forderung gestellt 
werden, dass sie partiell-rekursiv seien. (Wie bereits erwähnt 
wurde, kann man ohne Einschränkung der Allgemeinheit voraus- 
setzen, dass alle auftretende logische Funktionen von der Form 
L'= DSi.) 

Nehmen wir an, dass ein Graphschema & für eine Teilmenge der 
Menge der natürlichen Zahlen-k-tupeln die zahlentheoretische Funk- 
tion œ (n,, ..., ny) definiert. Wird für eine k-tupel (n,, ..., n,) der 
Wert o(n, ...,n,) durch & bestimmt, so geschieht das in endlich 
vielen Schritten. Inzwischen kônnen nur endlich viele Elemente der 
zu & gehôürigen Menge SK als Argumente oder Funktionswerte eine 
Rolle erhalten ; für die abzählbar vielen k-tupeln (n,, ..., n;) also 
nur abzählbar viele Elemente. Daher kônnen wir uns auf den Fall 
beschränken, dass OT abzählbar viele Elemente besitzt : 


Ce Le Ro 


Bei jeder Anordnung dieser Elemente kônnen die zu den Ecken E,; 
gehôrigen zahlentheoretischen Funktionen B; (n) genau so definiert 
werden, wie das in Punkt 10 geschehen ist. Unsere erste Forderung 
lautet dann : bei geeigneter Anordnung von SK sollen diese Funk- 
tionen B; (n) partiell-rekursiv sein. 

Nun kann man den bei den Normalschemata angewandten 
Gedankengang auch hier anwenden. Um aber das Entsprechende 
der in Punkt 12 definierten Funktion «(m, n;, ..., n,) als partiell- 
rekursive Funktion zu erhalten, hat man für die Anordnung von 
AT noch die folgende Forderung (F) zu stellen : Ist 


Am = (Any + > Any)» 


so sei m für alle / eine partiell-rekursive Funktion von n,, ...,n,; 
und n; für j = 1,2, ..., l eine partiell-rekursive Funktion von m. 

Sind nun die den mathematischen Ecken von & zugeordneten 
Funktionen so beschaffen, dass bei einer geeigneten, die Forderung 
(F) erfüllenden Anordnung von 9 die ihnen entsprechenden 
zahlentheoretischen Funktionen B; (n) partiell-rekursiv sind, so er- 
gibt der bei den Normalschemata angewandte Gedankengang auch 
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hier, dass die durch & definierte Funktion (m, ..., ny) partiell- 
rekursiv ist. Wenn dabei & für alle natürlichen Zahlen- k-tupeln den 
Wert von y (nm, ..., n,) bestimmt (in welchem Fall die inzwischen 
verwendeten partiell-rekursiven Hilfsfunktionen an allen zur Be- 
rechnung von y (nm, ..., n,) notwendigen Stellen definiert sind), 
So ist o (m1, ..., n,) allgemein-rekursiv 1. 


1 Es ist môglich, dass der in Punkt 14 geschilderte Gedankengang in der 
erwähnten Arbeit von KALUZNIN ausführlich ausgearbeitet wird. 


Zusammenfassung 


Bei der Programmierung der Rechenautomaten ist es Brauch, den 
Gedankengang mit Skizzen (Blockschemata, oder in der exakten Fassung 
von KALUZNIN Graphschemata genannt) zu begleiten und dadurch an- 
schaulich zu machen. Durch Graphschemata kôünnen auch zahlentheore- 
tische Funktionen definiert werden. KALUZNIN stellte die Aufgabe, die 
derart definierten zahlentheoretischen Funktionen je nach der Kompliziert- 
heit der betreffenden Graphschemata in Klassen zu teilen. Es war zu 
vermuten, dass man auf diese Weise konstruktive Zwischenstufen zwischen 
den bekannten speziell-rekursiven Funktionen und den allgemeïin-rekursiven 
Funktionen erhält. Die vorliegende Arbeïit zeigt, dass dieser Weg nicht 
gangbar ist, da sich jede allgemein-rekursive Funktion durch Graphschemata 
von ähnlicher Struktur definieren lässt. 


RELATIVE MODEL-COMPLETENESS 
AND THE ELIMINATION OF QUANTIFIERS ! 


by Abraham RoBINson, Jerusalem 


Dedication 


The results of the present paper hinge on the extended first 
e-theorem of Hilbert-Bernays (ref. 1). It seems fitting to recall in 
this manner that many of the highly specialized results of contem- 
porary Mathematical Logic rely to a large extent on the work of 
Paul Bernays as incorporated in the two volumes of the classic 
just quoted, as well as on his earlier contributions to the foundations 
of the lower predicate calculus. 


1. Introduction 


It is known that for a model-complete system of axioms in the 
lower predicate calculus, every predicate is equivalent to an exis- 
tential predicate (i.e. a predicate in prenex normal form with 
existential quantifiers only, ref. 4). Conversely (ref. 6), if with 
respect to a given system of axioms K, every predicate which is 
defined in K is equivalent to an existential predicate then K is 
model-complete. Moreover, if K is model-complete then, by defi- 
nition, the set K U N is complete, where N is the diagram of any 
given model M of K (i.e. the set of atomic formulæ, and of the 
negations of such formulæ, which hold in M). It then follows that 
if K and M are given in a sufficiently concrete manner, K recursive 
and M computable, say (making N recursive), then K U N is decid- 
able. More particularly, if K possesses a prime model then K 
alone is complete and decidable. 


1 A summary of a talk on the subject of this paper will be found in 
Summaries of talks presented at the Summer Institute of Symbolic Logic at 
Cornell University, 1957, vol. I, pp. 155-158. 
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These facts are proved in the above-mentioned references for 
theories with relations and individual constants only but it is not 
difficult to see that they are equally true when functors are in- 
cluded. The proofs are in fact carried out without any detailed 
reference to the particular form or content of the axioms. We 
observe only that a diagram, still defined as above, may now 
contain sentences of the form — R (y (a, b), y (c)), where y, y are 
functors and R is a relation. 

By way of contrast, the so-called method of elimination of quan- 
lifiers depends intimately on the mathematical properties of the 
particular system under consideration. When available in an 
effective form, this method provides a decision procedure and, in 
some cases, a completeness proof. However, its realization may 
still require considerable ingenuity (e. g. ref. 8) so that in general 
it represents a suggestion, or piece of good advice, rather than a 
systematic method. In its simplest form, the suggestion is that 
to any given existential predicate 


TE) = (us) an.) Ati, 4, Lis 5 Ua) 


where Z is free of quantifiers, we try to find another predicate, 
Q' (x, ..., 2), whichis free of quantifiers such that the equivalence 


(t) C0 (Zn) [Q (CE Fos) Tn) Es Q' (ti OR Tn)] 
is deducible from K, briefly 
K r& (x) De SE (Zn) [Q (ti; AS Th) —= Q" (a; OH, Tn)]- 


If such predicates Q’ can be found for all existential predicates Q, 
then it is an easy matter to do as much for all universal predicates 
(predicates in prenex normal form with universal quantifiers only) 
and hence, for all predicates and sentences. 

To show that the elimination of quantifiers from existential 
predicates is in fact sufficient, let us consider a simple example. 


Let 
X = (y) (42) (w) Q (y, z, w) 


where Q does not contain any quantifiers. Consider the predicate 
(w) Q (y, z, w), of y and z. Its negation is, reduced to normal 
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form, (1w) — Q (y, z, w). By assumption, there exists a Q, (y, 2), 
without quantifiers, such that 


K + (y) () [[Gw) — Q G, z, w)] = Q G, 2]: 
KHX = (y) (42) — Q (2). 

Again, by assumption, 
K + (y) (2) — Q G; 21 = Q ()] 


for some Q, (y) without quantifiers, and so 


KH X = (y) Q (y). 


Finally, for some Q, without quantifiers 


KE (Ag) — QG) = Q@ 
PERS = trs 


Hence 


and so 


Q, is the required sentence without quantifiers. 

In order to link up the theory of model-completeness with the 
method of elimination of quantifiers we ask ourselves under what 
conditions a given predicate can be reduced not only to an exis- 
tential predicate, but even to a predicate which is free of quantifiers 
altogether. Or, in view of what has just been said, under what 
conditions can an existential predicate be replaced by one free of 
quantifiers. It is clear that, in general, this will be possible only 
if the calculus is endowed with functors. 

We regard individual constants as functors of order zero. All 
sentences will be supposed closed. 


2. Elimination of quantifiers from invariant predicates 
Let Déni) ni&0, 


be a predicate which is defined in a consistent set of axioms K 
(i. e. all the extralogical constants of Q appear in K). Suppose 
that K consists of sentences in prenex normal form with universal 
quantifiers only but contains at least one individual constant if 
RESTE 
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Suppose that Q (x, ...,2%) is invariant with respect to K. 
(À predicate Q is invariant with respect to K if both Q and — Q 
are persistent with respect to K. Q is persistent with respect to K 
if whenever Q (&, ..., a.) holds in a model M of K, a, ..., a, e M, 
then Q (&, ..., a) holds also in all extensions of M which are 
models of K). 


2.1. Theorem. Under the above assumptions, there exists a 
predicate Q/ (x,, ...,x,) which is defined in K and which is free 
of quantifiers such that 


Ken) 0, = 0 (2). 


To prove this theorem we make use of the extended first 
e-theorem of Hilbert-Bernays (ref. 1, p. 66) whose usefulness for the 
applications of logic to algebra was first pointed out by G. Kreisel 
(ref. 2). For our present purpose, this theorem may be stated as 
follows. 


2.2. Suppose an existential statement 


X Fe (34) Ste (1Ym) Z (Yi: DA) Um)» M = 1, 


— 7, free of quantifiers —is deducible from a set of universal state- 
ments X,,..., X, Which contain at least one individual constant. 
Then there exist terms fi of X,,..., X4 (i.e. expressions obtained 
from the functors of X,,..., X4, by repeated application, e.g. 
(a, y (a, b), c)) such that the sentence 


A M DANIZ (AN N 2) VA AN ZE HE) 


is deducible from X,, ..., Xz. 

We note that Y > X is provable. The inclusion of at least one 
individual constant in X,, ..., X4 obviates the necessity of going 
beyond the extralogical constants of X;,, ..., X,in the formulation 
of the terms #. This can be seen without difficulty by means of 
Herbrand’s construction. 

Proof of 2.1. Since the predicate Q (x, ..., x.) which occurs 
in the theorem is invariant there exist (compare refs. 3, 6, 9) exis- 
tential predicates 
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Q (x; -+.s Tn) = (14) 455 (AY) Zn (dis +; Tns Yi +. Um) M Z 0 
QUE) 202). (024) 02 Les 2 el 


— 7,, Z, free of quantifiers and defined in K—such that 
23. KH (&) ... (an) [Q = Q)] 


and 
24 KE (tn)... @n) [+ Q = Ql- 
Note that 2.4 is equivalent to 
2.5. K+- (tn) -.. (tn) [Q (@ - +, 2) = [Gy) ++ Gn — 
HAUTS, ARC AN, ASTON) ] | € 


Introducing individual constants a, ..., a, which did not occur 
previously we then have 


26, KE I() .. Gp 2 Ua US 2, 0 2010 
2 [A y) : +: (Am) Z (is +5 Ans Yas + + +3 Ym)]- 


Using the extended completeness theorem of the lower predicate 
calculus we conclude from 2.6 that for a certain finite subset 
{X1, ..., Xyx} Of K, k Z 0, the sentence 


CU) SR AT Vases se Un) 
is deducible from 
ASE EXD Pr KES GP OR) AIS (a LE AS EME) 


It now follows from the extended first s-theorem that there are 
terms {} involving some or all of the functors of X,, ..., X, as 
well as of Z,(a,..., &n, 1, ..., 2), such that 

Zn et 9 nn A auno)/ 228 (Gus aie dE rot EE 


is deducible from 2.7. Hence 


GE DM PA (F2 ER AMEN CSM A no 1 
24 Q' (x, ts 2)| 
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where 


A 2 2. m)\.. Zn... tit …. 7) 


and where the r{ are obtained from the # by replacing a, ..., a, 
everywhere by x,, ...,x,. On the other hand, 


QC... an) 3 (Aus) +: (Um) Z1 (hs +; Ans Yis + + +; Um) 
is provable, and so 


KE (mn) -.. (ni) IQ (mi, -.., 2) = Q'(, ..., &)] 


where Q’(x,,...,æx,) has the form required by 2.1. This estab- 
lishes the truth of the theorem. 

Since all predicates defined in a model-complete set of axioms K 
are persistent with respect to K, and hence, are invariant with 
respect to K, and since every set of axioms can be replaced by a set 
of axioms in prenex normal form with universal quantifiers only, 
by the introduction of Herbrand functors (Skolem functors, 
Hilbert choice-functions), it would appear that we have already 
achieved our aim of proving the eliminability of quantifiers for an 
important class of systems. However, when we try to apply our 
result to a concrete case we see that it is far from satisfactory. 
Consider in particular the theory of real-closed ordered fields for 
which a method of elimination was worked out by Tarski in a well- 
known paper (ref. 8). Let K, be a set of axioms for the concept 
of a real-closed ordered field, formulated, to begin with, in terms of 
the relations of addition, multiplication, equality, and order, 
(S (x, y, 2), P (x, y, 2), E (x, y), Q (x, y)) and without functors. In 
order to replace K, by a set of axioms to which theorem 2.1 can be 
applied, we have to introduce, first of all, functors for addition and 
multiplication and individual constants for zero and one. This is 
only natural and might as well have been done from the outset. 
However, in addition, and in view of the axioms which affirm the 
existence of difference and quotient, of the square roots of positive 
numbers, and of roots of equations of odd degree we also have to 
introduce corresponding functors. The resulting set of sentences 
is, in the first instance, incomplete, owing to the introduction of 
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new extralogical constants but this state of affairs can be remedied 
by the introduction of additional axioms which make the functors 
just mentioned unique, e.g. by selecting positive square roots, and 
smallest roots of polynomials of odd degree for the corresponding 
functors. A more critical blemish of our method is that these 
new functors will, in general, enter into the predicates Q"(x,, ...,æ,) 
of theorem 2.1, which may accordingly involve square roots and 
roots of equations of high order with zx, ..., x, as parameters. 
This compares unfavourably with the Q' (x, ..., x,) provided by 
Tarski’s procedure, which involves only the rational operations. 
However, it turns out that we can save the situation by making use 
of the notion of relative model-completeness which was first intro- 
duced elsewhere (ref. 7). 


3. Relative model-completeness 


The following definitions and results have been given (ref. 7) 
for theories without functors of positive order (i.e. other than 
individual constants), but they can be formulated and proved 
equally well when such functors are included. 

We consider two non-empty and consistent sets of sentences K 
and K* concerning which the following assumptions will be made 
throughout this section. 


3.1. K* does not include any extra-logical constants which 
are not also included in K. 


3.2. K* is model-consistent with K, that is to say, every 
model of K can be embedded in a model of K*, K* U N is con- 
sistent for the diagram N of any model M of K. 


3.3. K is deducible from K*, e.g. K C K*. 


This condition is somewhat stronger than the corresponding 
condition 2.3 in ref. 7, but includes all cases which are of interest 
in connection with our present discussion. 

We say that K* is model-complete relative to K if for any 
model M of K, the set K* U N is complete, where N is the diagram 
of M. Or, to put it in a different way, any two extensions of a 
model M of K which are models of K* satisfy the same elementary 
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theorems which are formulated in terms of the relations and 
functors of M. 

There is a test for relative model-completeness which is quite 
similar to the test for ordinary model-completeness (ref. 4). 
However, for practical purposes it may be easier to establish the 
absolute model-completeness of K* and then to prove model- 
completeness relative to the given K by means of the following 
result. 

3.4. If K* is model-complete, and if for any model M of K 
with diagram N, K* U N possesses a prime model M, (i.e. a struc- 
ture which is such that any other model of K* U N possesses a 
partial structure which is isomorphic to M, by an isomorphism 
which centralizes the elements of M) then K* is model-complete 
relative to K. 

The following examples will clarify these notions. They will 
also be useful in the sequel. 

(i) Let K be a set of axioms for the concept of an integral 
domain with distinct zero and unit elements and formulated in 
terms of the relation of equality E (x, y) and in term of the ope- 
ration of addition, © (x, y) (1.e. x + y), multiplication x (x, y) 
(i.e. x), the inverse operation, w (x) (1.e. — x) and in terms of the 
individual constants 0 and 1. Itis not difficult to check that when 
all these extralogical constants have been included, the axioms of K, 
including the axioms of equivalence and substitutivity for E(, ), 
can be formulated in prenex normal form with universal quantifiers 
only, e.g. 

(x) E (x (x, u (x)), 0) 
(@æ) Q) LE (x @, y), 0) 3 E (x, 0) VE (y, 0)]. 


We now enlarge K to yield a set of axioms K* for the concept 
of an algebraically closed field, without however introducing any 
new extralogical constants. This requires the inclusion, first, of 
a law of divisibility, except by 0, and next, of a sequence of axioms 
postulating the solubility of equations of higher order. When 
written in prenex normal form these axioms will include both 
universal and existential quantifiers. 

We note that conditions 3.1-3.3 are all satified. 


13 
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It is known that the concept of an algebraically closed field is 
model-complete. Although the set of axioms for which this fact 
is established in ref. 4 is based on a different set of extralogical 
constants, it is easily seen that the arguments and conclusion apply 
equally well to the present K*. 

Now let M be any model of K, i.e. any integral domain with 
distinct 0 and 1. In order to obtain a model M, of K* U M as 
required in the theorem 3.5 we only have to extend M first to its 
field of fractions (quotients) and then to the algebraic closure of 
that field. We conclude that K* is model-complete relative to K. 

(ii) Let K be a set of axioms for the concept of a commutative 
ordered ring in which 0 and 1 are distinct. K may be formulated 
in terms of the extralogical constants of (i) together with the 
relation Q (x, y) (i.e. x < y) and may again be assumed to consist 
of axioms in prenex normal form with universal quantifiers only. 
Let K* be a set of axioms for the concept of a real-closed ordered 
field obtained by enlarging K without adding any new extralogical 
constants. Then K* is model-complete (ref. 4). 

Let M be a model of K. M is an integral domain since it is an 
ordered ring and can be extended to its ordered field of fractions 
and further to the real closure of that field, M,. : Then 3.1-3.3 hold 
and moreover, M, satisfies the conditions of 3.5. It follows that K* 
is model-complete relative to K. 

To conclude this section, we note that if a set K* is model- 
complete relative to a set K, and if 3.3 is satisfied, then K* is 
model-complete in the absolute (i.e. ordinary) sense. 


4. Relative model-completeness and the elimination of quantifiers 


Let K* and K be two non-empty and consistent sets of state- 
ments. A predicate Q* (x,, ...,x,), n = 0, which is defined in K 
is said to be invariant with respect to K* over K, if for any set of 
elements a, ..., a, of a model M of K, either Q* (a, ..., a,) holds 
in all extensions of M which are models of K* or — Q* (&, ..., a,) 
holds in all extension of M which are models of K*. 


4.1. Theorem. Let K, K* be non-empty and consistent such 
that 3.1 and 3.2 are satisfied, and let Q* (x,, ..., x,) be a predicate 
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which is defined in K* and is invariant with respect to K* over K. 
Then there exists a predicate Q (x,, ...,x,) which is defined in K 
such that for any set a, ..., a, of individual constants in a model 
M of K, Q (&, ..., a,) holds in M if and only if Q*(&, ..., a,) 
holds in all models of K* which are extensions of M. Q is said to 
be a (or the) projection of Q* from K* to K. 


4.2. Theorem. Let K, K* be non-empty and consistent, and 
satisfying 3.1, 3.2, such that K* is model-complete relative to K. 
Then to every predicate Q* (x,, ...,x,) which is defined in K, 
there exists a corresponding Q (x,, ...,æx,) as described in the 
previous theorem. 


Both theorems are proved in ref. 7, where Q is called the pro- 
jection of Q* from K* onto K. 4.2 follows immediately from 4.1 
in view of the fact that on the assumptions of 4.2 every predicate 
Q* (x, ..., x,) which is defined in K is invariant with respect to 
K* over K. Also, as pointed out already in ref. 7, the predicates 
Q (x;, -.., x,) in 4.1 and 4.2 are themselves invariant with respect 
to K. For if Q (a, ..., a,) holds in the model M of K, then 
Q* (&, ..., a,) holds in all models of K* which are extensions of M. 
Let M’ be any model of K which is an extension of M. By 3.2, 
M' has an extension M* which isa modelof K*. Then Q* (a,...a,) 
holds in M* and so Q (a, ..., a,) holdsin M’. The same argument 
applies to — Q, showing that Q is invariant with respect to K. 

Now suppose that the conditions of theorem 4.1 are satisfied 
but that, in addition, K consists of axioms in prenex normal form 
with universal quantifiers only (but contains at least one individual 
constant if n —0). Combining 4.1 with 2.1 and taking into 
account that the predicate Q obtained from 4.1 is invariant with 
respect to K, we then see that Q may be replaced by a predicate 
without quantifiers whose extralogical constants all belong to K. 
Thus, 

4.3. Theorem. Suppose that the assumptions of 4.1 hold and 
that K consists of axioms in prenex normal form with universal 
quantifiers only (but contains at least one individual constant if 
n —0). Then the conclusion of 4.1 applies with the additional 
condition that Q (x,, ..., x,) is free of quantifiers. 
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Similarly, 

AA. Theorem. As 4.3, with 4.1 replaced by 4.2 wherever it 
appears. 

Theorems 4.3 and 4.4 provide what is perhaps a better reali- 
zation of the idea of a rational test than provided in ref. 7. The 
predicate Q as obtained from 4.1 and 4.2 has been called a rational 
test because it permits us to stay within the model M of K. How- 
ever, it is a fact (cf. the example of a diophantine equation) that it 
may be more difficult to decide Q in M than to decide Q* in an 
extension of M which is a model of K*. By contrast, the predicate 
Q as obtained from 4.3 and 4.4 not only permits us to stay within M, 
but moreover, if M is given effectively, enables us to verify effecti- 
vely whether or not Q holds. 


Finally, we have 


4.5. Theorem. Suppose that the set of axioms K* is an 
extension of, and is model-consistent with, and model-complete 
relative to, a non-empty and consistent set of axioms K, where K 
consists of axioms in prenex normal form with universal quantifiers 
only, but contains at least one individual constant if n — 0. Sup- 
pose further that the extralogical constants of K and K* coincide. 
Then to every predicate Q* (x,, ...,x,) defined in K*, there exists 
a predicate Q’ (x,, ..., x,), also defined in K*, and free of quanti- 
fiers such that 


KFE (a) +. Gn) [Q* ns En) = Q'(ts :.., pl. 


Remark. By the assumption of 4.5, K* is model-complete. 

Proof of 4.5. Let Q*(x,,...,x,) be a predicate which is 
defined in K* (and hence in K), and let Q'(x,, ...,x,) be a pre- 
dicate which represents the projection of Q* from K* to K such 
that Q'is free of quantifiers. Let M* be any model of K*, then M* 
is also a model of K (since K € K*). For any &, ..., a, in M*, 
Q* (&, ..., a,) holds in MX ïf and only if Q' (a, ..., a,) holds in 
M*. (PutM—M#in 44.) This proves 4.5. 

Theorem 4.5 provides a satisfactory answer to the question 
raised in the introduction. It proves the existence of a « method 
of elimination » for a wide class of theories including the theories 
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() and (ii) which were defined in section 3. As it stands, our 
argument does not however, provide an effective elimination pro- 
cedure for the general case. 

An interesting point arises when K* is model-complete but not 
complete, as in (i). Theorem 4.5 then affirms that to a given 
Q* (x, ...,æ,) there exists aQ’ (x, ..., x), free of quantifiers, 
such that Q' is equivalent to Q* independently of the characte- 
ristic of the field. However, it does not follow that a predicate Q”, 
which is free of quantifiers, and which is equivalent to Q* for the 
algebraically closed fields of one particular characteristic, is by 
necessity equivalent to Q* for all algebraically closed fields. Con- 
sider, for instance, the predicate Q* which is given informally by 


Q% (as Le) = (Us) (2) LUE + 2 +de = 0) À (8 + 2uY +2 =0)2 
D (Gi = H2)l- 


For all fields of characteristic Æ 2 this is equivalent to Q, (x, te) 
= (2? — x, = 0) which is formally free of quantifiers. However, for 
a field of characteristic 2, Q is satisfied for all x, and x, Thus, in 
order to include all characteristics, we must replace Q, (x, x) by 


Qt %) = [Gi — 2 = 0) V A +1 —0)] 
or, formally, 
Q' (as &) — [E (o (x (21, 21), u (&2)), 0) VE(c(1 1), 0)] 


Theorem 4.5 affirms that in all cases under consideration, a single 
predicate Q’ can be found to cover all models of K*. 
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Abstract 


Most of the early proofs of the decidability or completeness of certain 
mathematical theories were based on the method of eliminations of quan- 
tifiers. Various more recent results on completeness were obtained inde- 
pendently of such procedures. However, it is shown in the present paper 
that, conversely, the completeness of a mathematical theory will in certain 
circumstances entail the existence of an elimination method. The proof 
involves the application of the extended first e-theorem of Hilbert-Bernays. 


Zusammenfassung 


Die meisten früheren Beweise der Vollständigkeit oder Entscheidbarkeït 
gewisser mathematischer Theorien benutzten die sogenannte Quantoren- 
eliminierungsmethode. Dagegen sind einige neuere Ergebnisse über Voll- 
ständigkeit unabhängig von diesem Verfahren. Es ist deshalb von Interesse 
festzustellen, dass umgekehrt die Vollständigkeit einer mathematischen 
Theorie unter Umständen die Existenz einer Eliminierungsmethode für 
diese Theorie nach sich zieht. Der Beweis benutzt das erweiterte erste 
e-Theorem von Hilbert-Bernays. 


Sommaire 


Beaucoup de démonstrations concernant la complétude de certaines 
théories mathématiques, ou concernant l’existence d’un procédé de décision 
pour une telle théorie, sont basées sur des méthodes d'élimination de quan- 
tificateurs. Or, il y a des résultats plus récents sur la complétude de cer- 
taines théories qui ne dépendent pas de telles méthodes d'élimination. 
Toutefois on démontre ici que la complétude d’une théorie mathématique 
entraîne sous certaines conditions l’existence d’une méthode d’élimination. 
Au cours de la démonstration on se sert d’un des théorèmes-e de Hilbert- 
Bernays. 


ÜBER EINIGE NEUERE UNTERSUCHUNGEN 
ZUR MODALITÂTENLOGIK 


von H. Arnold ScamipT, Marburg an der Lahn 


Die Modalitätenlogik nimmt innerhalb der mathematischen 
Logik eine gewisse Sonderstellung ein. Sie ist noch nicht in jenes 
Stadium systematischer Einheitlichkeit hineingewachsen, das ïhr 
die Anerkennung der Fachleute zu sichern vermôüchte. Mag sich 
auch auf mancherlei Gebieten der mathematischen Logik eine Viel- 
zahl von Kodifikationen darbieten, so ist dabei doch im allgemeinen 
heute die gemeinsame Konzeption nicht mehr umstritten. Man 
vermag in den meisten Fällen zu erkennen, welche spezielle Frage- 
stellung den Initiator eines neuen Kodifikates (Lit. [1] und [6]) — 
ausgehend von der gemeinsamen Grundkonzeption — zu eben 
dieser Formalisierung veranlasst hat. In der mathematischen Moda- 
litätenlogik jedoch hat man es, ungeachtet einer bereits beträchtlich 
angewachsenen Literatur, meist wohl mit Ansätzen zu tun, die 
noch nicht recht über ihren Ansatzcharakter hinaus zu einleuch- 
tender Allgemeinverbindlichkeit vorgedrungen sind. Dies hängt 
unter anderem mit den fundamentalen Schwierigkeiten zusammen, 
die der Einordnung der Modalitäten in den Konnex der formalen 
Semantik entgegenstehen und die der extremen, durch die Ge- 
schichte der Logik sich hinziehenden Uneinigkeit über die begriff- 
lich strenge Formulierung der Modalitäten entsprechen. Die nächst- 
liegenden Versuche einer semantischen Einordnung der Grund- 
modalitäten « Môglichkeit » und « Notwendigkeit » (im Sinne des 
Terminus «Semantik », dessen sich die mathematische Logik 
bedient) halten sich gewôhnlich an eines der allgemeinen Ein- 
ordnungschemata, die ich kurz als das Schema der « Kollektiv »- 
Interpretation (im Anschluss an einen wahrscheinlichkeitstheore- 
tischen Terminus) und dasjenige der « Tautologie »-Interpretation 
(d. h. der Zurückführung auf primitiv-logische Begriffsbildungen) 
bezeichnen môchte, — auch das Schema der « naturgesetzlichen » 
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Einordnung lässt sich unter gewissen Voraussetzungen noch den 
formalsemantischen Einordnungen zurechnen. Der Versuch einer 
semantischen Präzisierung dieser Einordnungsschemata unterliegt 
gewissen prinzipiellen Komplikationen, abgesehen davon, dass 
jedes der genannten Schemata sich auf mannigfache Weise unter- 
teilen und abwandeln lässt. Die blosse Erwähnung solcher Sche- 
mata mag bereits genügen, um die Schwierigkeiten zu beleuchten, 
die einer allgemeinverbindlichen semantischen Einordnung der 
Modalitäten entgegenstehen. Wo eine solche und überhaupt eine 
einheitliche begriffliche Ausrichtung fehlt, fallen der kodifikativen 
Methode (jener Ausdehnung der axiomatischen Methode in Rich- 
tung einer Präzisierung des Schliessens, die heute als notwendig 
erkannt ist) über ihre gewohnte Rolle hinaus weitere dringliche 
Aufgaben zu. Eine dieser Aufgaben wird darin bestehen, zunächst 
einen solchen kodifikativen Rahmen abzustecken, in den sich 
wenigstens die wichtigsten verschiedenen Interpretationsarten der 
betrachteten Grundkonzeptionen — im vorliegenden Falle: der 
Modalitäten — einfügen, und die Tragweite eines solchen all- 
gemeinsten Rahmens auszumessen. Von einem solchen funda- 
mentalen Kodifikat wird man zweierlei verlangen: erstens die 
Reinheïit der begrifflichen Grundlage — es sollen nur solche Ver- 
knüpfungs-, Relations- oder sonstigen Begriffe eingehen, die zur 
Entwicklung eines fundamentalen Rahmens unentbehrlich sind, — 
und zweitens die Sparsamkeit der deduktiven Grundlage — es 
sollen nur solche Eigenaxiome und nur solche Eigen-Schlussregeln 
zu Grunde gelegt werden, die den verschiedenen Interpretationen 
gemein sind. Wenn sich in einem solchen Kodifikat bereits belang- 
volle Folgerungen ziehen lassen oder wenn es bereits prägnante 
syntaktische Eigenschaften aufweist, so wird damit für speziellere 
und weitergehende angemessene Kodifikationen eine Ausgangs- 
stelle gewonnen und ihnen eine Richtung gewiesen sein. Insbeson- 
dere wird man erwarten kônnen, dass sich von dem Ausgangs- 
kodifikat aus eine Unterteilung durch naheliegende Zusatzaxiome 
von selbst anbietet, wodurch der begrifflichen Analyse und Diffe- 
renzierung ein geeignetes Grundschema erstellt ist. Im folgenden 
soll ein derartiges Kodifikat — gleichzeitig mit grundlegenden 
kodifikativen Spezialisierungen — für das Problem der Modalitäten- 
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kombinationen, das heisst der zusammengesetzten Modalitäten wie 
«notwendigerweise môglich » und ähnliches, betrachtet werden 
(zu den folgenden Seiten 410—418 s. Lit. [2]—{[6]). 


Das Begrifisnetz des Kodifikats Æ (Lit. [4]) besteht in den fol- 
genden Angaben : 
1. Grundwerte sind «p », «q», «m», «n»; zu lesen: 


p : «zutreffend », g: «nicht », 
m : «môüglich », n: «notwendig ». 


2. Eine endliche Reïhe von Grundwerten heisst ein Wert. 
(« Wert » ist also der kurze Ausdruck für jene Erweiterung des 
Begriffes « Modalitätenkombination », der durch Hinzunahme des 
Zutreffens und der Negation zu den Grundmodalitäten der Môglich- 
keit und der Notwendigkeit hervorgeht.) Ein Wert heisst positiv, 
wenn kein q oder gerade viele q in ihm auftreten ; andernfalls heisst 
er negativ. (q ist also der einzige negative Grundwert.) Die Anein- 
anderreihung der Werte wird wie üblich assoziat aufgefasst, mit 
andern Worten : für irgendwelche Werte a, 8, y wird (af) y durch 
a (By) erklärt. 

3. Als Grundrelationen fungieren « — » («gleich ») und «— » 
(«impliziert »). Die Verbindung zweier Werte durch « = » bezie- 
hungsweise durch « — » heisst eine Gleichung beziehungsweise eine 
Implikation. — Beliebige Werte sollen durch griechische Klein- 
buchstaben mitgeteilt werden (diese Mitteilungszeichen gehôren 
nicht zu den Bezeichnungen des Begriffsnetzes). Gelegentlich steht 
a für aa. 

Das Begriffsnetz erfüllt offenbar die eingangs aufgestellte For- 
derung der « Reinheit ». Es ist lediglich von der Gleichheit und vom 
Implizieren zusammengesetzter Modalitäten die Rede. Keine wei- 
teren logischen oder sonstigen Verknüpfungen — weder Konjunk- 
tion oder Disjunktion noch Existenz- oder Allheitsquantifikation 
— spielen hinein ; nicht einmal die Ausdrücke für die Tatbestände 
beziehungsweise die Aussagen, auf die sich die Modalitäten beziehen, 
sind explizit einbezogen. 

Im Deduktionsgerüst des Kodifikats (Lit. [4]) werden 

1. für «—» die Halbordnungseigenschaften und für « — » die 
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Gleichheïtseigenschaften in Anspruch genommen, das heisst : es 
werden die Axiomenanweisung 

la) a— a (die sich übrigens auf Grundwerte einschränken 
lässt) sowie die elementaren Schlussregeln : 

Schlussregel 1b) «Mit a — 8 und B— y ist a — y» (Regel der 
Transitivität des Implizierens). 

Schlussregel 1c) «a — B genau dann, wenn a — B und Ba» 
aufgestellt. 

Es ergeben sich unter anderem die Reflexivität, die Symmetrie 
und die Transitivität der Gleichheit. 

2. Als modale Axiome beziehungsweise Axiomenanweïsungen 
werden die folgenden unmittelbar einleuchtenden Gleichungen für 
Modalitätenkombinationen eingeführt : 

Axiomenanweisung 2a) pa = a und ap = a für jeden Wert a. 

In Anwendung dieses Axioms wird (mit unten folgenden Schluss- 
regeln) jeder Wert mit alleiniger Ausnahme von p selbst einem 
nichtlängeren (d. h. aus nicht mehr Grundwerten bestehenden) 
von p freien Wert gleich. Man kônnte auf die Benutzung von p 
ohne weiteres verzichten, wenn man einen « leeren » Wert zulassen 


würde. Axiom 2b) qq —p. Axiom 2c) p— m. 


Axiom 2d,) mg = qn. 

Als Folgerungen ergeben sich aus 24, (mit 1, 2a, b sowie mit 
den unten folgenden elementaren Schlussregeln 3) neben der zu 2d, 
« dualen » Gleichung 24: nq —gqm die weiteren fundamentalen 
Beziehungen : 

2e,) n = gmg (Interpretation : « Notwendigkeit ist Unmôglich- 
keit des Gegenteils ») sowie 2e,) m = gnq (Interpretation : « Môglich- 
keit ist Nichtnotwendigkeit des Gegenteils »). 

3. Es folgen nun zwei evidente elementare Schlussregeln : 

Schlussregel 3a (Regel der Kontraposition). «Mit a —B ist 
gp —>qa.» 

Schlussregel 3b (Regel zur Monotonie der Rechtsmultiplikation). 
«Mit a — B ist für jeden Grundwert y auch ay — By. » 

4. Die andere elementare Monotonie-Schlussregel lautet : 

Schlussregel 4a (Regel zur Monotonie der Linksmultiplikation 
mit m). «Mit a — B ist auch ma — mp.» 
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Da die Allgemeinverbindlichkeit dieser Schlussregel vielleicht nicht 
vüllig auf der Hand liegt, müge durch eine kurze Analyse erhärtet werden, 
dass sie innerhalb der modalen Interpretationen evident ist. Die Regel 4a 
lässt sich auf zwei evidente Schlussregeln, deren eine allerdings einer über 
X hinausgehenden aussagenlogischen Kodifikation angehôürt, zurück- 
führen, nämlich auf die Regeln : « Mit a — f und ma ist mp » (diese Regel 
ist offenbar unanfechtbar) und : « Falls die Aussagen € und & ohne Ein- 
setzung für & auf die Aussage © führen, so führt € auf die Aussage : 
& impliziert ©. » Dieser Anwendungsfall des Deduktionstheorems stellt 
sich unmittelbar als ein syntaktischer Gebrauch der sogenannten « Expor- 
tations »-Regel dar. Nun gibt es zwar neuere Untersuchungen, die den 
Implikationsbegriff so stark zu verengen suchen, dass er unter Vermeidung 
aller Paradoxien ein entweder vüllig typenfreies Schliessen oder doch ein 
Schliessen mit « gleitenden » Typen erlaubt ; diese — und einige andere — 
Anforderungen scheinen als Kompensation unter anderem eine Ein- 
schränkung der Exportation zu erheischen. Betrachtet man nach den 
bekannten Erfahrungen mit den Paradoxien des unkritischen typenfreien 
Schliessens diese Anforderungen an das Implizieren als zwar besonders 
wertvolle, jedoch aussergewühnliche Ansätze, so wird man von einer in 
der neuen Logik üblichen Auffassung der Implikation her im Gebrauch 
der Exportation nichts Bedenkliches erblicken. Jedenfalls wird man nach 
Kenntnisnahme der obigen Zurückführung der Regel 4a — sofern man 
nicht die historischen Vorsichtsmassregeln der Lewisschen strict impli- 
cation (Lit. [8] und [9]) geradenwegs in den rein modalen Bereich pro- 
jiziert — nicht behaupten, dass von der Interpretation der Modalitäten 
her irgendein grundsätzliches Bedenken gegen eine weitestgehende Ver- 
bindlichkeit der Monotonieregel 4a bestehe. 


Mit der Regel 4a ist (bei Heranziehung der Axiome und Schluss- 
regeln 1—3) die analoge Schlussregel zur « Monotonie der Links- 
multiplikation mit n » ableitbar : 

4b) «Mit a — B ist auch na — np ». 

Die Bedeutsamkeit des angegebenen Deduktionsgerüstes beruht 
darauf, dass es ganz offenbar die eingangs aufgestellte Forderung 
der « Sparsamkeit » erfüllt: seine Axiome geben evidente, ja tri- 
viale Zusammenhänge zwischen Modalitätenkombinationen wieder ; 
dasselbe gilt für die Schlussregeln (wobei gemäss der oben gege- 
benen Begründung die Regel 4a keine Ausnahme bildet). Mit der 
unmittelbaren Evidenz seiner deduktiven Grundforderungen er- 
weist sich das Kodifikat als angemessenes Rahmenkodifikat im 
Sinne der einleitend umrissenen Zielsetzung. 
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Es mügen noch einige Anmerkungen zum Bau des Kodifikats 
angefügt werden. 


1. Auf die vôllige gegenseitige Unabhängigkeit der Axiome und 
Schlussregeln ist hier verzichtet worden ; einige von ihnen lassen sich 
einsparen beziehungsweise verengen. 

2. Da (gemäss 2e, bezichungsweise 2e des Deduktionsgerüstes) 
n — qgmQq und m — qnq ist, liesse sich einer der Grundwerte m, n einsparen. 
Die anzuführenden Ergebnisse formulieren sich jedoch durchsichtiger mit 
Benutzung von m und n. Übrigens lässt sich bei gewisser Modifikation des 
Kodifikates (unter Beibehaltung von m und n) neben p auch q einsparen. 
Auf das so entstehende, technisch handliche Hilfskodifikat (Lit. [7]) 
braucht hier nicht eingegangen zu werden. 

3. Im Kodifikat À gilt (in Erweiterung einer Dualität, wie sie in 
manchen mathematischen Systemen auftritt) eine « Quaternalität ». Der- 
jenige Wert, der aus einem gegebenem Wert a aus bei Vertauschung 
aller n und m hervorgeht, heisst der zu a duale Wert a ; weiter heisst ga 
das Negat a von a (es ist also a dasselbe wie a). Die Implikationen 
a—>fp, B—@, B—a, dd —/f heissen zueinander quaternal, ebenso die 
entsprechenden Gleichungen. In  — und ebenso in dem weiter unten 
eingeführten Kodifikat Â; — sind nun mit einer Gleichung oder Impli- 
kation alle zu ihr quaternalen beweisbar (« Quaternalitätssatz », Lit. [2] 
und [4]). 


Neben dem Kodifikat  spielt das Kodifikat cf; eine Rolle, das 
aus X durch die Aufnahme eines weiteren Axioms in das Deduk- 
tionsgerüst hervorgeht : 

Zusatzaxiom 29) mm — m. 

Hiermit werden die zu 29 duale Implikation 2h) n— nn sowie 
die « Idempotenzgesetze für m und n »: 
2k, L) m= mundnr= n (Interpretation : « môglicherweise môglich 
— môglich » beziehungsweise « notwendig notwendig — notwendig» 
beweisbar. Wenn auch bei vielen Interpretationen die Anforderung 
der Idempotenz sinnlos oder unerfüllbar ist, so gibt es doch auch 
andere, durchaus beachtenswerte Interpretationen der Modalitäten, 
bei denen sich Môglichkeit und Notwendigkeit idempotent ver- 
halten. 

Im Rahmen des Kodifikats  — beziehungsweise des Kodifi- 
kats #, — lässt sich nun eine Menge von Elementen, bei der vier 
Elemente als Grundelemente ausgezeichnet sind und für deren 
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Elemente eine Verknüpfung sowie zwei Relationen erklärt sind, 
als eine implikative Modalitätenlogik », kurz : JML — beziehungs- 
weise als eine « idempotente implikative Modalitätenlogik », kurz : 
JJML — bezeichnen (Lit [4] und [5]), wenn (bei Deutung der 
Grundelemente durch p, q, m, n, bei Deutung der Verknüpiung als 
Aneinanderreihung und bei Deutung der beiden Relationen als 
« — » beziehungsweise « — ») : 1. die Axiome aus Œ — beziehungs- 
weise aus #; — erfüllt sind ; 2. die elementaren Schlussregeln aus 
(d. s. zugleich diejenigen aus 4;) von erfüllten Gleichungen oder 
Implikationen auf erfüllte Gleichungen beziehungsweise Implika- 
tionen führen ; 3. die Implikation m — p nicht erfüllt ist, und 4. für 
keinen positiven Wert x und keinen negativen Wert » die Impli- 
kation x — » erfüllt ist. (Die obigen Bedingungen 1 und 2 kenn- 
zeichnen eine JML als ein Modell von # und eine JJML als ein 
Modell von #; — in einem geläufigen, wenn auch nicht optimalen 
Sinne des Terminus « Modell ».) — Die Menge der in einer impli- 
kativen Modalitätenlogik 9 gültigen Gleichheiten und Implika- 
tionen wird gelegentlich als die zu OT gehôrige Relationenmenge 
M, bezeichnet werden. 

Aus der Mannigfaltigkeit der Eigenschaften, mit denen sich die 
Syntax der implikativen Modalitätenlogiken zu befassen hat, môgen 
einige wenige Eigenschaften, von denen weiter unten die Rede sein 
wird, herausgehoben werden. 

1. Eine JML 9 heisst (implikativ) erstelll — kurz: eine 
EJML —, wenn es endlich viele in SK gültige Implikationen gibt, 
bei deren Zufügung zum Kodifikat als Axiome genau die in ST 
gültigen Implikationen herleitbar werden. 

2. Wenn es zu einer JML 9 eine endliche Menge von Werten 
mit der Eigenschaîft gibt, dass jeder Wert einem Wert aus dieser 
Menge gleich ist, so heisst OT endlich basiert. Eine endliche 
Wertemenge dieser Art heisst eine Quasibasis von OK; falls sie 
keine zwei einander gleichen Werte enthält, heisst sie eine Basis 
von SN. 

3. Eine endlich basierte JML 9 heisst implikativ vollständig 
(Lit. [4J), wenn die Zufügung einer beliebigen nicht in SK gültigen 
Implikation zu den Axiomen — anders ausgedrückt: zur Rela- 
tionenmenge 9, mit Abschluss gegen die Schlussregeln — ent- 
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weder die Basiseigenschaft einer (und somit jeder) Basis von ON 
oder aber überhaupt die Eigenschaft von OK, eine JML zu sein 
(d. h. eine der JML-Bedingungen 3, 4) zerstôrt. 

Für JJML ergibt sich zunächst ein fundamentaler Satz: Es 
gibt genau sieben idempotente implikative Modalitätenstrukturen, die 
sämtlich endlich basiert, implikativ erstellt und implikativ voll- 
ständig sind. — Dieser Satz zeigt, wie stark das Rahmenkodifikat 4 
bereits den Bereich der Interpretationsmôglichkeiten vorzeichnet : 
wie auch eine Interpretation, bei der sich Môglichkeit und Not- 
wendigkeit idempotent verhalten, im einzelnen gewählt sein mag, 
so muss sie doch einer der sieben weiter unten anzuführenden 
Modalitätenlogiken (für deren jede definitionsgemäss alle zwischen 
Werten bestehenden Implikationen und Gleichheiten festliegen) 
unterworfen sein. 


Der Hauptteil des obigen Satzes findet übrigens bemerkenswerter- 
weise ein indirektes algebraisches Entsprechen in einem auf die Hüllen- 
und Komplementbildung bezüglichen Satz der Punktmengenlehre, für den 
bereïts seit einiger Zeit (allerdings langwierigere) Beweise existieren 
(Lit. [10]). 


Innerhalb des Kodifikates ; ergeben sich die sieben JJML an 
Hand einer allen JJML gemeinsamen Quasibasis, die bereits ihrer- 
seits die Interpretationsmôglichkeiten auf eine gewisse Ausgangs- 
position einblendet (zur nachfolgenden Aufstellung der JJML 
s. Lit. [5]). Mit m und n erweisen sich im Kodifikat ; zunächst 
auch die Modalitätenpaare mn und nm als idempotent, das heisst 
es gilt (mn)? — mn und (nm)? — nm. Hiermit ergibt sich ohne grosse 
Umschweife eine aus vierzehn Werten bestehende Quasibasis (alle 
JJML sind also endlich basiert). Bei der Angabe der « Hauptwerte », 
das heisst der Werte dieser Quasibasis, wird man sich zweck- 
mässigerweise einiger Abkürzungen bedienen, deren Definiens 
hier jeweils zugleich an Hand der Axiome 2b, c und mit Benut- 
zung der früher eingeführten Abkürzung a umgeformt werden 
môgen : 

w (gelesen : « widerspruchsfrei ») = : (gm)? — nm = mm (Inter- 
pretation: widerspruchsfrei — notwendigerweise môglich = un- 
môglich unmôglich). 
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s (gelesen : «stringenzfähig ») = : (mg)? = mn = nn (Interpre- 
tation : stringenzfähig — môglicherweise notwendig — nichtnot- 
wendig nichtnotwendig). 

u —: (mg)ÿm = mnm = sm — mw (Interpretation: u = strin- 
genzfähigerweise môglich — môglicherweise widerspruchsfrei). 

v —: (gm)g — nmn —wn=ns (Interpretation: v — wider- 


spruchsfreierweise notwendig — notwendigerweise stringenzfähig). 
Die sieben positiven Hauptwerte sind nun : p, m, n, W, S, u, v; 
Eine JJML lässt sich durch einige wenige Implikationen und 
Gleichungen zwischen Hauptwerten erschôpfend kennzeichnen. 
Um den Leser instand zu setzen, die unten folgenden « Angabe- 
schemata » für JJML zu durchschauen, sei auf einige unmittelbar 
einleuchtende Zusammenhänge verwiesen, die sich auf eine JJML 
AT und eine Hauptbasis, das heisst eine aus lauter Hauptwerten 
bestehende Basis { von 9 beziehen. Bereits im Kodifikat d; ist 
jeder Wert a genau einem Hauptwert gleich ; sobald man also in 
OT zu jedem Hauptwert den ihm gleichen J-Basiswert angegeben 
hat, ist auch zu jedem beliebigem Wert a der ihm gleiche Jf-Basis- 
wert a’ festgelegt. Für irgend zwei Werte a, B gilt in der JJML 
die Implikation a — B genau dann, wenn a°—$" gilt. Für ein 
«Angabeschema » zur Kennzeichnung einer JJML 9 genügen also 
die Angaben 1. der in 9 zwischen Hauptwerten bestehenden 
Gleichungen, 2. der in 9 zwischen den Werten einer Hauptbasis # 
von 9 bestehenden Implikationen ; hierbei darf man sich offenbar 
beschränken : 2a) auf «transitiv-irreduzible » Implikationen, das 
sind solche erfüllten Implikationen a —f", zu denen kein von 
a’, B' gestaltlich verschiedenes y’ mit erfülltem a’ — y" —8" exi- 
stiert (aus solchen Implikationen setzen sich ja die transitiv-redu- 
ziblen Implikationen zusammen), 2b) auf Implikationen zwischen 
positiven Hauptbasiswerten (nimmt man nachträglich zu jeder 
Implikation a’ —$" zwischen positiven Hauptbasiswerten a’, B’ 
gemäss der Kontrapositionsregel 3a die Implikation B'—+a’ hinzu, 
so hat man — wegen der Bedingung 4 für JML im Zusammenhang 
mit einigen Axiomen und Schlussregeln — alle Hauptwertimplika- 
tionen). — Das hiermit beschriebene « Angabeschema » für JJML 
liesse sich nur auf Kosten der Durchsichtigkeit weiter kürzen. 
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Die sieben JJML, die durch hier nicht näher zu beschreibende 
Basisreduktionen gewonnen werden, seien durch die Elemente- 
zahl ihrer Basen bezeichnet. Ihre Angabeschemata enthalten sämt- 
lich die «trivialen » Implikationen n — p — m; der darüber 
hinausgehende Teil der Angabeschemata lässt sich in der folgenden 
Weise schreiben (eine geschweifte Klammer soll dabei besagen, dass 
jeder einzelne der beiden in ihr auftretenden Werte den an die 
Klammer angeschlossenen Implikationen unterliegt) : 


14er-JJML : 
no t)um 
Erste 10er-JJML : 
n— W(=v) — s(—=u) — m. 
Zweite 10er-JJML : 
n— S(—v0) — w(—=u) — m. 
Dritte 10er-JJML : 
nent) mn. 
8er-JJML : 
HF ID(=S=U=DL) mm. 
Erste 6er-JJML : 
n(=v=w) — m(—=u—s). 
Zweiïte 6er-JJML : 
n(=v=s) — m(—=u=w). 


Alle diese JJML gehen aus der 14er-JJML durch Gleichsetzung 
von Hauptwerten hervor. Wenn eine JJML 9, aus einer JJML 
OX, durch Gleichsetzung von Hauptwerten hervorgeht — Was 
wegen der implikativen Vollständigkeit in allen Fällen auf die Zu- 
fügung konverser Implikationen zu bereits erfüllten Implikationen 
zurückgeführt werden kann —, so heisse 9, dem 9, unterge- 
ordnet. 


14 
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M Te ee Man erhält die neben- 
stehende Übersicht über die 
1. 10er he the Een 10er Unterordnungsbeziehungen 


der idempotenten implika- 
tiven Modalitätenlogiken (Lit. 


RS 


1. 6er 2. 6er [5D: 


Zum Abschluss der Erôrterung idempotenter Modalitäten seien auch 
die Gleichheits-Modalitätenlogiken erwähnt. Diese entspringen einem 
Kodifikat K*, in dessen Begriffsnetz die Gleichheiït als einzige Relation 
auftritt. (Das Begriffsnetz von X* hat also einen noch schmaleren Inhalt 
als dasjenige des Kodifikats dX, in dem neben der Gleichheït die Implika- 
tion vorkommt.) Durch Einbeziehung des Axioms m?— m gelangt man 
zum Kodifikat ;, und die Gleichheits-Modalitätenlogiken, kurz GML, 
beziehungsweise die idempotenten Gleichheits-Modalitätenlogiken, Kkurz 
JGML, sind dem Kodifikat X* beziehungsweise dem Kodifikat d; in 
analoger Weise zugeordnet, wie die JML beziehungsweise die JJML den 
Kodifikaten X beziehungsweise X; zugeordnet waren. Bei diesem wohl 
weitesten begrifflichen Rahmen ergibt sich zwar nicht mehr aus der 
Idempotenz von m und n diejenige von mn und nm; man gelangt aber 
auch hier, sofern man sich nur auf solche JGML beschränkt, in denen 
jeder Wert einem Wert aus hôchstens vier Gliedern der Gestalt p, q, m 
n, M, n gleich ist (m. a. W. : deren «Stufe» < 2 ist) zu genau sechs der- 
artigen JGML, und zwar zu drei 10er-, einer 8er- und zwei 6er-JGML 
(Lit. [2]). 


Bei Rückkehr zu dem allgemeineren Kodifikat &, das heisst bei 
Verzicht auf die Forderung der Idempotenz von m und n, hat man 
es verständlicherweise nicht mit endlich vielen implikativen Moda- 
litätenlogiken (JML) zu tun. Hier treten nach G. Emde (Lit. [7]) 
vor allem zwei Unterklassen von JML in das Blickfeld des inter- 
pretativen Interesses, die charakterisierbaren und die kommuta- 
tiven JML : 

1. Eine JML 9 heisst charakterisierbar, wenn in ihr eine Impli- 
kation der Gestalt mË— m! mit k > 1 gilt (m* steht hier für eine 
aus k Gliedern der Gestalt m bestehende Reïhe). Wegen m— pm — 
mm (aus Axiom 24, b mit einigen Schlussregeln) hat man dann 
unmittelbar auch m*1->m!; und die kleinste Zahl L, für die 
diese Implikation in NN gültig ist, heisst die Charakteristik von SK. 


UNTERSUCHUNGEN ZUR MODALITÂTENLOGIK 419 


— Die Forderung der Charakterisierbarkeit stellt offenbar eine 
Verallgemeinerung der Idempotenzforderung dar; in der Tat ist 
ja das Behaftetsein mit der Charakteristik 1 gleichgeltend mit der 
Idempotenzeigenschaft (m? — m). Die Forderung der Charakte- 
risierbarkeit wird in gewisser Weise von einem Bereich speziellerer 
Betrachtungen her nahegelegt, die in anderem Zusammenhange 
schon bei den an die Lewisschen Systeme anschliessenden Unter- 
suchungen zu den Modalitätenkombinationen eine Rolle spielten 
(:B5Lit: [11]): 

2. Eine JML heisst kommutativ, wenn in ihr die Gleichung 
mn = nm gilt ; jeder Wert wird dann einem Wert der Gestalt nkmi, 
das heisst einer iterierten Notwendigkeit einer iterierten Môglichkeit 
gleich. Auch diese Forderung scheint gewissen, hier nicht näher zu 
betrachtenden Interpretationen der Modalitäten durchaus ange- 
messen zu sein. — Von den sieben weiter oben angeführten idem- 
potenten implikativen Modalitätenlogiken ist nur eine, die 8er- 
JJML, kommutativ. 

Auf kommutative EJML bezieht sich das folgende Kriterium 
für endliche Basiertheit : Eine kommutative EJML ist genau dann 
endlich basiert, wenn sie gleichzeitig charakterisierbar ist. 

Im Vordergrunde der allgemeinen Untersuchungen über JML 
stehen naturgemäss zwei Probleme, dasjenige der endlichen Basiert- 
heit — dazu lässt sich die auch hier grundlegende Frage der Basis- 
reduktion (im Falle der endlichen Basiertheit) rechnen — und das 
Entscheidungsproblem. Die angemessene Konstruktion einer Basis 
aus einer beliebigen Quasibasis stellt (da ja für irgend zwei Ele- 
mente o, 7 der Quasibasis nicht von vorneherein bekannt zu sein 
braucht, ob o — + herleitbar ist) eine nicht uninteressante Aufgabe 
dar. Durch ein anschauliches Verfahren (Lit. [7]) lässt sich aus 
einer Quasibasis stets eine aus «kürzesten » Werten bestehende 
Basis — in bestimmter, auf m und n allein bezüglicher Präzisierung 
des Terminus « kürzester Wert » — konstruieren. 

Das Entscheidungsproblem für EJML formuliert sich offenbar 
als die Frage nach einem allgemeinen Verfahren, das für eine 
beliebig vorgegebene EJML 9 und für irgend zwei Werte a, 8 in 
endlich vielen Schritten zu entscheiden gestattet, ob die Implikation 
a — B in NN erfüllt ist oder nicht; dabei wird man die Forderung 
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der Endlichkeit der Schrittzahl heute im Sinne der Quasirekursi- 
vität präzisieren. 

Diese Frage ist zu verneinen: es gibt kein allgemeïnes Ent- 
scheidungsverfahren für EJML. (Die Behauptung lässt sich auf 
einen Satz von M. Hall, der das Wortproblem für Halbgruppen mit 
zwei Erzeugenden behandelt — Lit. [12] —, zurückführen.) Auch 
für charakterisierbare EJML existiert kein solches Entscheidungs- 
verfahren, eigenartigerweise nicht einmal für EJML mit Charakte- 
ristik < 3. Dagegen gibt es ein Entscheidungsverfahren für die 
Klasse derjenigen charakterisierbaren JML, die allein aus den 
Axiomen von und aus einem Charakterisierungsaxiom m!*1— m! 
implikativ erstellt werden. Auch für die kommutativen EJML lässt 
sich ein zwar keineswegs leicht zu begründendes, jedoch in der 
Handhabung umso einfacheres Entscheidungsverfahren angeben 
(Lit. [7)). 
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Zusammenfassung 


In dem vorliegenden Bericht über einige Arbeïten des Verfassers und 
eine daran anschliessende Arbeit von G. Emde, Marburg, wird eine Reïhe 
von Ergebnissen behandelt, die die Kombinationen der Grundmodalitäten 
« Môglichkeïit » und « Notwendigkeit » betreffen. Ausgehend von sehr allge- 
meinen Rahmenkodifikaten wird die durch Basisreduktion zu gewinnende 
Liste der endlich vielen implikativen Modalitätenlogiken mit idempotenter 
Môglichkeit erôrtert; bei wichtigen Unterklassen der nicht notwendig 
idempotenten implikativen Modalitätenlogiken treten neben der Basis- 
reduktion vor allem spezielle Entscheidungsprobleme in den Vordergrund. 


Résumé 


Dans le rapport ci-dessus concernant quelques travaux de l’auteur et le 
travail de M. G. Emde qui s’y rapporte, il s’agit d’un ensemble de résultats 
sur la combinaison des modalités fondamentales de «possibilité » et de 
« nécessité ». Partant de quelques codifications cadres très générales, l’auteur 
discute la liste en nombre fini des logiques modales implicatives à « possi- 
bilité » idempotente, une liste qui est obtenue par une réduction des bases. 
Quant à certaines sous-classes importantes des logiques implicatives qui ne 
sont pas nécessairement idempotentes, outre la réduction des bases, les pro- 
blèmes de décision qui leur sont spéciaux, se trouvent placés au premier 
plan. 


Abstract 


In the present report on some papers of the author and on a sequel to 
them by G. Emde, Marburg, a series of results concerning the combination 
of the basic modalities « possibility » and « necessity » are treated. Starting 
from some very general framing-codifications, the list of the finitely many 
implicative modal logics with idempotent « possibility » which is obtainable 
through basis reduction is discussed. Besides basis reduction, in the case 
of some important subclasses of the not-necessarily-idempotent implicative 
modal logics, attention is given to the special decision problems. 


AUSSAGENLOGISCHE 
GRUNDEIGENSCHAFTEN FORMALER SYSTEME 


von Kurt SCHÜTTE, Marburg an der Lahn 


Die Aussagenlogik behandelt die grundsätzlich einfachsten 
logischen Operationen, mit denen aus beliebigen Aussagen weitere 
Aussagen zusammengesetzt werden. Für die aussagenlogischen Ope- 
rationen haben wir die Wôrter « nicht », « und », « oder », «wenn... 
so...» usw. Diejenigen Eigenschaften eines formalen logischen 
Systems, die sich nur auf die aussagenlogischen Operationen be- 
ziehen, bezeichnen wir als die aussagenlogischen Eïigenschaften des 
betreffenden Systems. So ist zum Beispiel die Gültigkeit bezie- 
hungsweise Ungültigkeit des Tertium non datur («A oder nicht A » 
für jede Aussage A) eine aussagenlogische Eigenschaft formaler 
Systeme. 

Um die hôheren Gebiete der Mathematik in môglichst einfacher 
Weise (ohne Verwendung einer Typenhierarchie) zu formalisieren, 
braucht man Systeme, in denen sich die Begriffe, die mit dem 
Tertium non datur zu den bekannten Paradoxien führen, darstellen 
lassen. Diese Paradoxien werden jedoch vermieden, wenn das 
Tertium non datur in dem formalen System nicht allgemeiïn gilt. 
Zum widerspruchsfreien Aufbau der Mathematik kônnen also for- 
male Systeme dienen, in denen zwar aussagenlogische Beziehungen 
zum Ausdruck kommen, aber nicht alle Gesetze der klassischen 
Aussagenlogik gelten. 

Es ist daher angebracht, die aussagenlogischen Grundeigen- 
schaften beliebiger formaler Systeme, die in aussagenlogischer Hin- 
sicht bestimmten Mindestforderungen genügen, allgemein zu unter- 
suchen. Die aussagenlogischen Mindestforderungen, die im fol- 
genden an formale Systeme gestellt werden, sind naturgemäss 
etwas willkürlich, haben sich aber bei Grundlagenuntersuchungen 
der Mathematik als nützlich erwiesen. 
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1. Das allgemeine formale System 


Unseren Betrachtungen legen wir ein allgemeines formales 
System Z zu Grunde. Wir denken uns das System in folgender 
Weise erklärt : 

2 1. Gewisse Zeichen werden als Grundzeichen definiert. 

22. Gewisse Reïhen von Grundzeichen werden als Formeln 
definiert. 

Z2 3. Gewisse Formeln werden als Axiome definiert. 

Z 4. Zur Ableitung gültiger Formeln werden bestimmte Grund- 
schlussregeln angegeben. 

Der syntaktische Gültigkeitsbegriff wird durch Z 3 und Z'4 fest- 
gelest. Eine Formel soll nämlich genau dann gültig sein, wenn sie 
entweder ein Axiom ist oder durch eine Grundschlussregel aus 
Formeln, deren Gültigkeit bereits erkannt ist, erschlossen werden 
kann. 

Die Begriffe « Formel » und « Axiom » werden als entscheidbar 
vorausgesetzt. Das heisst, es soll sich in bestimmter Weise für jede 
Zeichenreïhe feststellen lassen, ob sie eine Formel beziehungsweise 
ein Axiom gemäss Z°2 beziehungsweise Z'3 ist. Der syntaktische 
Gültigkeitsbegriff kann dagegen nicht als entscheidbar angenom- 
men werden, wenn im System 2 nichttriviale Teile der Mathematik 
darstellbar sein sollen. Wir lassen daher zu, dass es Formeln gibt, 
von denen man nicht weiss, ob sie sich als gültig nachweïisen lassen. 

Die aussagenlogischen Mindestforderungen, die wir an das 
formale System Z stellen, beziehen sich auf die Erklärungen 21, 
Z 2 und Z’4. Bei Z'1 setzen wir voraus: 


I. Unter den Grundzeichen sollen die aussagenlogischen Opera- 
toren = («nicht»), À («und»), V («oder ») und runde Klammern 
als Hilfszeichen auftreten. 

Mit den genannten drei Operatoren aféen sich bekanntlich alle 
Operatoren der klassischen Aussagenlogik darstellen. Wir kônnen 
daher annehmen, dass Z keine weiteren aussagenlogischen Grund- 
operatoren enthält. Andere Operatoren dürfen jedoch als weiïtere 
Grundzeichen von Z auftreten, zum Beiïspiel Quantoren (zur Bil- 
dung von All- und Existenzaussagen) oder Abstraktionszeichen 
(zur Bildung allgemeiner Prädikate). 
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Die Erklärung Z 2 soll die Definitionsregeln für Formeln ent- 
halten : 


II a) Ist À eine Formel, so ist auch 7 À eine Formel. 
b) Sind À und B Formeln, so sind auch (A A B) und 
(A V B) Formeln. 


Als Mitteilungszeichen für Formeln verwenden wir grosse latei- 
nische Buchstaben. Diejenigen Bestandteile einer Formel F, die 
selbst Formeln sind, aber nicht die Gestalt A, (A A B) oder 
(A V B) haben, bezeichnen wir als die Aussagenelemente der 
Formel F. (F kann selbst ein Aussagenelement sein.) Diese Aus- 
sagenelemente werden nicht näher fixiert. Wir setzen nur voraus, 
dass die Erklärung Z'2 gewisse Zeichen oder Zeichenreihen als 
Aussagenelemente festlegt und dass alle übrigen Formeln gemäss II 
gebildet sind. 

Zur Erklärung Z 3 der Axiome stellen wir keine speziellen 
Forderungen. 

Bevor wir die Forderungen zu Z 4 formulieren, betrachten wir 
die Bedeutungen, die den formal eingeführten aussagenlogischen 
Operatoren 1, A und V zukommen sollen. Hierzu brauchen wir 
einige semantische Begriffsbildungen (die sich auf Zuordnungen von 
Wahrheïitswerten beziehen). 

Als aussagenlogische Belegung einer Formel F bezeichnen wir 
eine Zuordnung von je einem Wahrheitswert w (« wahr ») beziehungs- 
weise f («falsch ») zu jedem Aussagenelement von F, wobei gestalt- 
lich gleiche Aussagenelemente den gleichen Wahrheitswert erhalten 
sollen. Für jede solche Belegung von F lässt sich ein bestimmter 
Wahrheitswert der Formel F nach folgenden Vorschriften be- 
rechnen : 1 À beziehungsweise (A À B) beziehungsweise (A V B) 
erhält genau dann den Wert w, wenn A nicht den Wert w erhält 
beziehungsweise wenn A und B bezichungsweise wenn A oder B 
den Wert w erhalten, während in allen anderen Fällen der Wert f 
zugeteilt wird. 

Wir nennen eine Formel aussagenlogisch wahr beziehungsweise 
aussagenlogisch falsch, wenn sie bei jeder aussagenlogischen Bele- 
gung den Wert w beziehungsweise bei jeder aussagenlogischen 
Belegung den Wert f erhält. 
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In gewissen Fällen ergibt sich die (aussagenlogische) Wahrheit 
einer zusammengesetzten Formel F bereits aus der (aussagen- 
logischen) Wahrheit oder Falschheit einer Teilformel von F, zum 
Beispiel : 

(1) Ist eine Formel A wahr, so ist auch die Formel (A V B) wahr. 
(2) Ist eine Formel A falsch, so ist die Formel (A À B) wahr. 


Umgekehrt kann in gewissen Fällen aus der Wahrheit einer 
zusammengesetzten Formel F auf die Wahrheïit oder Falschheit 
einer Teilformel von F geschlossen werden, zum Beispiel : 


(3) Ist eine Formel (A À B) wahr, so ist auch die Formel À wahr. 
(4) Ist eine Formel 7 (A V B) wahr, so ist die Formel A falsch. 


Um diese aussagenlogisch-semantischen Beziehungen zwischen 
Formeln und ihren Teilformeln allgemein zu fixieren, führen wir die 
Begriffe Positivteil, Negativteil, Positivzweig und Negativzweig einer 
Formel ein. Diese Begriffe werden rekursiv definiert. 

Definition der Positiv- und Negativteile ? einer Formel F: 

T 1. Fist ein Positivteil von F. 

T 2. a) Ist 7 À ein Positivteil von F, so ist À ein Negativteil 
von F. 

b) Ist À ein Negativteil von F, so ist À ein Positivteil 
von F. 

T 3. a) Ist (A V B) ein Positivteil von F, so sind auch À und B 
Positivteile von F. 

b) st (A A B) ein Negativteil von F, so sind auch À und B 
Negativteile von F. 

Die Definition ist so zu verstehen, dass diejenigen und nur 
diejenigen Bestandteile von F als Positiv- beziehungsweise Negativ- 
teile von F gelten, die diese Eigenschaft auf Grund der Regeln 
T1-T3 besitzen. Mit diesen Definitionsregeln und den Vor- 
schriften zur Berechnung der Wahrheïitswerte von Formeln ergibt 
sich die Grundeigenschajt der Formelteile : 


1 Vol. K. ScHÜTTE, Ein System des verknüpfenden Schliessens, in Arch. 
f. math. Logik u. Grundlagenforschung, 2 (1956), 55-67. Dort wurden die 
Positiv- und Negativteile eingeführt und für prädikatenlogische Unter- 
suchungen verwendet. 
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Ist mindestens ein Positivteil von F wahr oder mindestens ein 
Negativteil von F falsch, so ist die Formel F wahr. [Vgl. die Beï- 
spiele (1) und (2).] 

Die rekursiven Definitionsregeln Zw 1-Zw 3 der Positivzweige 
und Negativzweige einer Formel F lauten entsprechend wie die 
Regeln T 1-T 3. Man hat hier nur « Zweig » statt «Teil» zu setzen 
und bei der 3. Regel die Operatoren V und A zu vertauschen. 
Die Zweige einer Formel haben die Grundeigenschaft : 

Ist eine Formel F wahr, so ist jeder Positivzweig von F wahr und 
jeder Negativzweig von F falsch. [Vgl. die Beispiele (3) und (4). 

Unter Bezugnahme auf die Teile und Zweige von Formeln lassen 
sich allgemeine semantische Schlussregeln aufstellen. Eine solche 
Schlussregel, die wir in der Gestalt 


À, .…. A, — B 


schreiben, soll bedeuten : Sind alle Formeln A,, …, À, (aussagen- 
logisch) wahr, so ist auch die Formel B wahr. (Komma und Pfeil 
werden hier nicht als Zeichen eines formalen Systems, sondern als 
metalogische Mitteilungszeichen mit der soeben angegebenen Be- 
deutung verwendet.) 

Mit F [A.] beziehungsweise F [A_] bezeichnen wir eine Formel, 
in der an einer bestimmten Stelle die Formel A als Positivteil 
beziehungsweise als Negativteil enthalten ist. F [B.,] beziehungs- 
weise F [B-] soll dann diejenige Formel bezeichnen, die sich hieraus 
ergibt, wenn A an der betreffenden Stelle durch B ersetzt wird. 
F[A.,, A.,] beziehungsweise F [A_, A_] bezeichnet eine Formel, in 
der die Formel À an zwei bestimmten Stellen als Positivteil 
beziehungsweise als Negativteil auftritt. F [A.,] beziechungsweise 
F[A-,] soll hieraus hervorgehen, indem A an der einen Stelle 
gestrichen wird. Bei dieser Streichung sind auch die zugehürigen 
aussagenlogischen Operatoren zu streichen. Das heisst : 


a) Steht vor dem zu streichenden A das Zeichen , so ist auch 
dieses Zeichen zu streichen. 


b) Wird À in einer Formel (A A B), (B A A), (A V B) oder 
(B v A) gestrichen, so ist diese Formel durch B zu ersetzen. 
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Verfährt man in dieser Weise, so erhält man F[A., ,] beziehungs- 
weise F [A_,] als eine Formel, sofern F [A,, A,] beziehungsweise 
F[A-, A_] eine Formel ist. 

Auf Grund der semantischen Eigenschaften der aussagen- 
logischen Operatoren und der Formelteile gelten, wie man sich 
leicht überzeugt, die semantischen Schlussregeln : 


S 1. Die verknüpfenden Schlussregeln. 
a) F[A,J, F[B,]—F1[(A 4 B),] 
b) F[A-J, F[B-]—F[(A v B)-] 


S 2. Die Inversionen zu den verknüpfenden Schlussregeln. 


a) F[(A A B);]— F[A,] und F[(A À B),]—+F[B.] 
b) F[(A V B)_]—F[A_] und F[(A V B)-]—F[B-|] 


S 3 Die Abschwächungs-Schlussregeln. 
dJOouNE+ FAST 
b) 1A—FI[A | 


S 4. Die Kürzungs-Schlussregeln. 
GP PEN AL] #FTA,,] 
b) F[A-,A |] F[A_,] 


Ferner kônnen riche Schlussregeln in Reel Weise 
verallgemeinert werden. 


S 5. Schlussregel-Verallgemeinerungen. 


a) Ist A— B eine Schlussregel, so auch F[A,] —F[B,]. 
b) Ist A —+ B eine Schlussregel, so auch F [A_] — F[B-]. 


Im Unterschied zu dem semantischen Wahrheïtsbegriff, auf den 
wir die vorstehenden Schlussregeln bezogen haben, wird der syn- 
taktische Gültigkeitsbegriff des formalen Systems Z axiomatisch 
festgelegt (durch Z 3 und Z 4). Wir verlangen von diesem Gültig- 
keitsbegriff, dass er den aussagenlogisch-semantischen Wahrheïts- 
begriff weitgehend in sich einschliesst, indem wir zu den funda- 
mentalen semantischen Schlussregeln entsprechende syntaktische 
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Schlussregeln annehmen. Eine syntaktische Schlussregel, die wir 
ebenso wie eine semantische Schlussregel in der Gestalt 


AUTANT 


schreiben, soll bedeuten : Sind alle Formeln A,, ..., À, qültig, So ist 
auch die Formel B gültig. Unsere dritte aussagenlogische Forderung 
(die sich auf den syntaktischen Gültigkeitsbegriff bezieht) lautet : 


III. Die Regeln S 1-S 5 sollen syntaktische Schlussregeln des 
Systems Z sein beziehungsweise für diese Schlussregeln gelten. (Es 
kann sich hierbei entweder um Grundschlussregeln gemäss Z' 4 oder 
um abgeleitete syntaktische Schlussregeln des Systems Z handeln.) 

Aus III folgt insbesondere : 

S 6. Mit A—C und B—C ist auch (A V B)—C eine syntaktische 
Schlussregel. 

Beweis. Aus A — C beziehungsweise B —C erhält man nachS 5a 
die Regeln (A V B) — (C V B) und (C V B) — (C v C). Nach $ 4a 
gilt (C V C) — C. Es folgt (A V B) — C. 

Zur Begründung der Mathematik lassen sich besonders über- 
sichtliche formale Systeme aufstellen, in denen die verknüpfenden 
Schlussregeln $S 1 die einzigen aussagenlogischen Grundschluss- 
regeln sind und die Regeln $ 2-$ 5 abgeleitet werden kônnen. Die 
Schlussregeln $ 1 führen die Gültigkeit einer Formel auf die Gültig- 
keit kürzerer Formeln zurück. Daher ist es für Untersuchungen 
über die Ableitbarkeïit gültiger Formeln günstig, wenn sich die aus- 
sagenlogischen Grundschlussregeln auf die Regeln S 1 beschränken 
lassen. Um diese Regeln in ihrer vollen Allgemeinheit zu erhalten, 
brauchten wir die Begriffe Positivteil und Negativteil. 

Entsprechend lassen sich mit den Begriffen Positivzweig und 
Negativzweig Regeln aufstellen, mit denen die Falschheit einer 
Formel auf die Falschheit kürzerer Formeln zurückgeführt wird. 
Unter Bezugnahme auf die Formelzweige kann man daher ein 
Widerlegungsverfahren für Formeln ebenso übersichtlich gestalten, 
wie man ein Ableitungsverfahren für gültige Formeln unter Bezug- 
nahme auf die Formelteile erhält. 

Bei der Erklärung des formalen Systems Z, bei der es nur auf 
das Ableitungsverfahren für den syntaktischen Gültigkeitsbegriff, 
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aber nicht auf ein Widerlegungsverfahren ankommt, haben wir nur 
die Formelteile, nicht die Formelzweige gebraucht. Syntaktische 
Schlussregeln, die sich auf Formelzweige beziehen, kônnen jedoch 
auf Grund der Voraussetzung III abgeleitet werden. Zur Formu- 
lierung dieser Regeln, die wir nachher brauchen werden, ver- 
wenden wir die Bezeichnung F [A*] beziehungsweïise F [A-] für 
eine Formel mit Positivzweig beziehungsweise Negativzweig A. 
Mit Hilfe der nach III vorausgesetzten Regeln S 1-$S 5 lassen 
sich für die Formelzweige induktiv die Schlussregeln ableiten : 


S7 a) F[A+]— A 
b) F[A-] A 


S8 a) F[(A V B)*]— (F [A+] v F[B+]) 
bABIeB):l RIAzviE [BED 


Mit S 6 folgen aus S 8 die Regeln : 


S9 a) Mit F[A*]J—C und F[B+]—C gilt auch F[(A V B)+*]—C. 
b) Mit F[A-]!C und F[B-]—C gilt auch F[(A À B)-]—C. 


Die Regeln S 9 beziehungsweise $S 7 stehen in einer gewissen dualen 
Beziehung zu den Regeln S 1 beziehungsweise S 3. 

Zu den drei aussagenlogischen Voraussetzungen I-III des 
Systems Z fügen wir noch eine Voraussetzung hinzu, die einen 
trivialen Gültigkeitsbegriff ausschliesst. Wir verlangen nämlich : 


IV. Das System Z soll syntaktisch widerspruchsfrei sein. Das 
heisst : Nicht jede Formel des Systems Z soll gültig sein. 

Um diese Forderung in einem formalen System als erfüllt nach- 
zuweisen, sind in manchen Fällen komplizierte Widerspruchsfrei- 
heitsbeweise erforderlich. Man kann jedoch die zur Begründung der 
Mathematik dienenden formalen Systeme nach dem Vorbild des 
Sequenzenkalküls von Gentzen! mit geeigneten Grundschluss- 
regeln auch so ansetzen, dass die syntaktische Widerspruchsfrei- 
heit ohne weiteres ersichtlich ist. 


1G. GENTZEN, Untersuchungen über das logische Schliessen I, in Math. 
Zeitschr., 39 (1934), 176-210. 
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2. Aussagenlogische Vollständigkeit und Widerspruchsfretheit 


Nachdem alle Voraussetzungen I-IV des allgemeinen formalen 
Systems Z erklärt sind, kommen wir zur Untersuchung der aus- 
sagenlogischen Grundeigenschaften des Systems Z, nämlich der 
aussagenlogischen Vollständigkeit und der aussagenlogischen Wider- 
spruchsfretheit. 

Das formale System soll aussagenlogisch vollständig heissen, 
wenn jede aussagenlogisch wahre Formel in dem System gültig ist. 
Es soll aussagenlogisch widerspruchsfrei heissen, wenn keine aus- 
sagenlogisch falsche Formel in dem System gültig ist. 

Zur Charakterisierung der aussagenlogischen Vollständigkeit 
brauchen wir die Formeln F [A,, A_], in denen dieselbe Formel A 
an einer Stelle als Positivteil und an einer anderen Stelle als Nega- 
tivteil auftritt. Entsprechend brauchen wir für die aussagenlogische 
Widerspruchsfreiheit die Formeln F [A*, A-], in denen dieselbe 
Formel À an einer Stelle als Positivzweig und an einer anderen 
Stelle als Negativzweig auftritt. 

Satz 1. Das System Z ist genau dann aussagenlogisch voll- 
ständig, wenn jede Formel F [A,, A-] gültig ist. 

Beweis. a) Gemäss der Grundeigenschaîft der Teile erhält eine 
Formel F[A,,A-]immer dann den Wert w, wenn der Positivteil A 
den Wert w oder der Negativteil À den Wert f erhält. Die Formel 
erhält also bei jeder aussagenlogischen Belegung den Wert w, ist 
also aussagenlogisch wahr. Daher sind alle Formeln dieser Gestalt 
gültig, wenn das System aussagenlogisch vollständig ist. 

b) Wir nennen einen Positiv- oder Negativteil A einer Formel F 
minimal, wenn kein echter Bestandteil von A ein Positiv- oder 
Negativteil von F ist. Eine Formel heisse einfach, wenn jeder 
Minimalteil von F ein Aussagenelement ist. Zu einer einfachen 
Formel, in der kein minimaler Positivteil mit einem minimalen 
Negativteil übereinstimmt, gibt es eine aussagenlogische Belegung, 
die der betreffenden Formel den Wert f zuteilt, nämlich die Bele- 
gung, bei der jeder minimale Positivteil den Wert f und jeder 
minimale Negativteil den Wert w erhält. Demnach ist eine ein- 
fache Formel nur dann aussagenlogisch wahr, wenn sie die Gestalt 
FTA,,A-] hat. Ferner erkennt man, dass sich jede aussagenlogisch 
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wahre Formel mittels der verknüpfenden Schlussregeln S 1 aus 
einfachen aussagenlogisch wahren Formeln erschliessen lässt. Man 
erhält also aus Formeln der Gestalt F [A,, A_] mit den Schluss- 
regeln S 1 alle aussagenlogisch wahren Formeln. Somit ist das 
System aussagenlogisch vollständig, wenn alle Formeln F[A,, A_] 
gültig sind. 

Die Formel (A VA) des Tertium non datur ist eine spezielle 
Formel der Gestalt F [A,, A_]. Die aussagenlogische Vollständig- 
keit folgt bereits aus der Gültigkeit dieser speziellen Formel, denn 
es gilt : 

Zusatz zu Satz 1. Im System Z folgt aus dem Tertium non datur 
(A V 7 A) die allgemeinere Formel F [A,, A-]. 

Beweis. Nach S 3a und S 3b hat man 


A—F[A,,A_] und 1:A—F[A,, A ]. 


Mit S 6 folgt 
(AV A)—F[A., A]. 


Satz 2. Das System Z' ist genau dann aussagenlogisch wider- 


spruchsfrei, wenn 
F[A*, A7] -B 


eine syntaktische Schlussregel des Systems Z'ist. 

Beweis. a) Eine Formel F [A*, A7] kann bei keiner aussagen- 
logischen Belegung den Wert w annehmen, da sonst nach der 
Grundeigenschaft der Formelzweige die Formel A als Positivzweig 
den Wert w und als Negativzweig den Wert f haben müsste. Daher 
ist die Formel F [A*, A] aussagenlogisch falsch, also ungültig, 
wenn das System Z aussagenlogisch widerspruchsfrei ist. Dann ist 


FA A-]-+B 


eine syntaktische Schlussregel des Systems Z, weil ja die Prämisse 
F [A+, A7] dieser Schlussregel in keinem Falle gültig ist. 

b) Da das System Z gemäss IV als syntaktisch widerspruchsfrei 
vorausgesetzt wird, kann eine Schlussregel U —B nur dann für jede 
Formel B gelten, wenn U ungäültig in Z'ist. Entsprechend wie beim 
Beweisteil b des Satzes 1 kann man beweisen : Jede Schlussregel 


432 K. SCHÜTTE 


U —B mit einer aussagenlogisch falschen Formel U lässt sich mittels 
der Regeln S 9 aus Schlussregeln der Gestalt 


FAR ACT 


ableiten. Daher ist, falls diese Schlussregeln in Z gelten, jede aus- 
sagenlogisch falsche Formel ungültig, also Z aussagenlogisch wider- 
spruchsfrei. 

Das aussagenlogische Ex falso quodlibet 


(A A TA) —B 
ist eine spezielle Schlussregel der Gestalt 
F[A*, A7] —- B. 


Die aussagenlogische Widerspruchsfreiheit folgt bereits aus dieser 
speziellen Schlussregel, denn es gilt : 
Zusatz zu Satz 2. Im System Z folgt aus dem Ex falso quodlibet 


(AATA)—B 
die allgemeinere Schlussregel 
F[A*, A7] —- B. 
Beweis. Nach S 7a beziehungsweise S 7b hat man 
F[AT, A7] — A und F[A*, A7] TA. 


Nach S La gilt 
A, 71A—(A A A). 
Hiermit erhält man 


FAN AT TS (AA 1 ANS 


woraus die Behauptung folgt. 

Die aussagenlogische Widerspruchsfreiheit ist im Satz 2 unter 
Bezugnahme auf Formelzweige ähnlich charakterisiert wie die aus- 
sagenlogische Vollständigkeit im Satz 1 unter Bezugnahme auf 
Formelleile. Eine andere Charakterisierung der aussagenlogischen 
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Widerspruchsfreiheit, die sich auf Positiv- und N egativteile bezieht, 
wird im nächsten Satz durch die Schnittregel 


F [A+], GA] — (FITvGID 


vorgenommen. (Hierbei sollen F [ ] beziehungsweise G [ ] aus F[A;,] 
bezichungsweise G [A_] durch Streichung von A entstehen.) 

Satz 3a. Ist Z aussagenlogisch widerspruchsfrei, so gilt die 
Schnittregel in Z. 

Beweis. Wir setzen F [A;] und G [A_] als gültig voraus und 
leiten (F [] V GI ]) als gültig ab. Nach S 3a erhält man aus den 
vorausgesetzten Formeln die Formeln 


((Œ [A+] v G[D v A) und ((F[] v G[A_T v A). 
Nach S 4a beziehungsweise S 4b folgt 
(Œ [IV GI VA) und (F[]VGIDv TA), 
woraus man nach S 1a 
(Œ[]Iv G[D v (A a 7 A)) 


erhält. Auf Grund der vorausgesetzten aussagenlogischen Wider- 
spruchsfreiheit gilt nach Satz 2 die Schlussregel 


(A ATA)—(F[]vVGT)). 
Nach S 5a folgt 


(Œ[IvV GID v (A ATA)) — ((ŒFTT vV GLD V FEI v GI). 
Hiermit erhält man 
(Œ[IVGID vVEŒIIvVGT[I) 
und nach $ 4a schliesslich 
ŒTIIV G[ID- 
Die Abtrennungsregel 


A, (A V B)—B 


15 
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ist ein Spezialfall der Schnittregel 
F [A+], G[A_]— (F[] A G[D:. 


Aus diesem Spezialfall folgt, wie der nächste Satz zeigt, bereits die 
aussagenlogische Widerspruchsfreiheit und somit nach Satz 3a 
auch die allgemeine Schnittregel. 

Satz 3b. Gilt in Z die Abtrennungsregel, so ist Z aussagenlogisch 
widerspruchsfret. 

Beweis. Man hat die Schlussregeln 


(A AA) — À und (AAA) — A nach S 24, 
7 A — (A VB) nach S 3a, 
À, ( A V B) — B (Abtrennungsregel) 


Hiermit erhält man das Ex falso quodlibet 
(AAA) —+B 


unter Benutzung der Abtrennungsregel. Nach Satz 2 (mit Zusatz) 
folgt die aussagenlogische Widerspruchsfreiheit. 

Ist das formale System Z sowohl aussagenlogisch vollständig 
als auch aussagenlogisch widerspruchsfrei, so enthält es die volle 
klassische Aussagenlogik. In diesem Falle ist nämlich nicht nur 
jede aussagenlogisch wahre Formel gültig, sondern auch jede 
Schlussregel der Aussagenlogik eine Schlussregel des Systems Z. 
Zur Präzisierung dieser Behauptung haben wir aussagenlogisch- 
semantische Schlussregeln und syntaktische Schlussregeln zu unter- 
scheiden. Eine aussagenlogisch-semantische Schlussregel bezieht 
sich, wie bereits erklärt wurde, auf die aussagenlogische Wahrheit 
(Annahme des Wertes w bei jeder aussagenlogischen Belegung), 
während sich eine syntaktische Schlussregel auf die syntaktische 
Gültigkeit bezieht. 

Satz 4. Ist das formale System Z aussagenlogisch vollständig und 
aussagenlogisch widerspruchsfrei, so ist jede aussagenlogisch-seman- 
tische Schlussregel zugleich eine syntaktische Schlussregel des 
Systems Z. 
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Beweis. Man erkennt leicht : Ist 
Aus... An — B 
eine aussagenlogisch-semantische Schlussregel, so ist 


MAiv Av (..v (GA;vB)..)) 
eine aussagenlogisch wahre Formel. Aus der aussagenlogischen Voll- 
ständigkeit folgt die Gültigkeit dieser Formel. Mit der Abtrennungs- 
regel, die nach Satz 3a auf Grund der aussagenlogischen Wider- 
spruchsfreiheit gilt, erhält man hieraus die syntaktische Schluss- 
regel 
Ass. À, — B. 


3. Entscheidungsverfahren für aussagenlogische Schlussregeln 


Wie bereits erwähnt wurde, braucht man für Grundlagenunter- 
suchungen auch formale Systeme, die nicht die volle Aussagen- 
logik enthalten, in denen also nicht alle aussagenlogisch-seman- 
tischen Schlussregeln als syntaktische Schlussregeln auftreten. Man 
kann nun die Frage aufwerfen, welche syntaktischen Schlussregeln 
(aussagenlogischer Art) auf Grund unserer Voraussetzungen I-IV 
gelten, also aus den vorausgesetzten Regeln S 1-S 5 folgen. 

Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir ein erweitertes 
formales System Z* mit einem zusätzlichen Grundzeichen 3. 

Formeln von Z* sind die Aussagenelemente von Z (die hier wie 
Aussagenvariablen behandelt werden) und diejenigen Zeichen- 
reihen, die sich hieraus mittels der Operatoren 1, À und V nach 
den vorher angegebenen Regeln Ila und IIb und mittels des 
Zeichens 2 nach der folgenden Regel bilden lassen : 

Ile Ist À eine Formel, so ist auch (A3) eine Formel. 

Die Implikation 

(A 2B) 


definieren wir explizit, nämlich als Abkürzung der Formel 


((A 3) v B). 
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Für das System Z* werden wir einen entscheidbaren Gültig- 
keitsbegriff so ansetzen, dass für Formeln A und B des Systems Z 


A — B 


genau dann eine syntaktische Schlussregel von Z (gemäss S 1-S 5) 
ist, wenn die Implikation (AB) eine in Z* gültige Formel ist. 
Hierzu brauchen wir noch einige Hilfsbegriffe. 

Die Positivteile und Negativteile einer Formel F des Systems Z* 
werden rekursiv definiert durch die Regeln T 1-T 3 (wie in Z) und 
die zusätzlichen Regeln : 

T4a) Ist (A3) ein Positivteil von F, so ist À ein Negativteil 
von F. 

b) 1st (A3) ein Negativteil von F, so ist À ein Positivteil 
von F. 

In 2* unterscheiden wir vordere und hintere Teile einer Formel. 

Ein vorderer Teil einer Formel ist jeder Bestandteil dieser 
Formel, der sich mittels T 1-T 4 ergibt, wenn mindestens einmal 
die Regel T 4a angewendet wird und auf die letzte Anwendung 
dieser Regel keine Anwendung der Regel T 4b folgt. 

Ein hinterer Teil einer Formelist jeder Bestandteil dieser Formel, 
der sich mittels T 1-T 4 ergibt, wenn entweder die Regel T 4a 
überhaupt nicht angewendet wird oder auf die letzte Anwendung 
dieser Regel mindestens eine Anwendung der Regel T 4b folgt. 

Beispiel. In der Formel 


(((A 1 (B23))2) v2c) 


ist À ein vorderer Negativteil, nämlich gemäss T 1, T 3a, T 4a, T 3b, 
B ein hinterer Positivteil, nämlich gemäss T 1, T 3a, T 4a, T 3b, 
T 4b, und C ein hinterer Negativteil, nämlich gemäss T 1, T 3a, 
T 24. 

Als Axiome von Z* erklären wir alle diejenigen Formeln, in 
denen ein und dasselbe Aussagenelement an einer Stelle als Positiv- 
teil und an einer anderen Stelle als Negativteil auftritt, und zwar 
einmal als vorderer und einmal als hinterer Teil. Wir bezeichnen 
diese Axiome mit 

F [aa] unie at]; 
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wobei a ein Aussagenelement sein soll und das hochgestellte v 
beziehungsweise À einen vorderen beziehungsweise hinteren Teil 
kennzeichnet. 

Als einzige Grundschlussregeln des Systems Z* dienen die ver- 
knüpfenden Schlussregeln $S 1, die hier auf den erweiterten Teil- 
begriff (gemäss T 1-T 4) zu beziehen sind. Bei diesen Schluss- 
regeln spielt es keine Rolle, ob es sich um vordere oder hintere 
Teile handelt. 

Der Gültigkeitsbegriff des Systems Z*, den wir durch die an- 
gegebenen Axiome und die Schlussregeln $S 1 festgelegt haben, ist 
ein entscheidbarer Begriff. Man kann nämlich jede gegebene Formel 
daraufhin prüfen, ob sie ein Axiom oder die Konklusion eines 
Grundschlusses ist. Im letzten Fall hat man weiterhin die Prämissen 
dieses Grundschlusses auf ihre Gültigkeit zu prüfen. Diese Prä- 
missen sind aber kürzer als ïihre Konklusion. Daher führt das 
Prüfungsverfahren der Gültigkeit (Ableitbarkeit) einer Formel 
stets zu einem Abschluss. Man kann also von jeder Formel des 
Systems Z* feststellen, ob sie in Z'* gültig ist. 

Ein induktiver Beweis zeigt, dass in Z* die Formeln der Gestalt 


F [A2 , A*] und F[A?, Añ] 
nicht nur für Aussagenelemente, sondern auch für jede Formel A 
gelten. Insbesondere gilt in Z* die Formel 
(ADA), 


in der À an erster Stelle als vorderer Negativteil und an zweiter 
Stelle als hinterer Positivteil auftritt. 
Ferner lassen sich die Schnittregeln 


F [A2], G[Aî]— ŒTIvV GIP, 
F [A#], G[A?]— ŒF[IvVGID 
in Z* induktiv beweisen. Spezialfälle der zweiten Schnittregel sind 


die Schlussregeln 
B, (B30) — C, 


(A3B), (B3C) —(A2DC), 


in deren ersten Prämissen B als hinterer Positivteil und in deren 
zweiten Prämissen B als vorderer Negativteil auftritt. 
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Es ist zu bemerken, dass das System Z* zwar nicht die volle 
klassische Aussagenlogik, aber wesentlich mehr als die intuitioni- 
stische Aussagenlogik enthält. Man kann sich überzeugen, dass alle 
gültigen Formeln der intuitionistischen Aussagenlogik und auch 
noch weitere Formeln in Z* gültig sind. 

Die Bedeutung des Systems Z* liegt in der Beziehung zwischen 
den Schlussregeln von Z und Implikationsformeln von Z*, die wir 
jetzt aufzeigen wollen. 

Satz 5a. Für Formeln F;,..., F, und G des Systems Z'gilt : Ist 


PR PP 
eine Schlussregel von Z, die sich allein mittels S 1-$S 5 ergibt, so ist 
(EF: A. A F,)2G) 


eine in 2* gültige Formel. 
Dabei ist (F, À .… A F,) als Abkürzung für 


(EEE EN ET ee) 
aufzufassen. 
Zum Nachweis des Satzes 5a haben wir für Formeln aus Z (die 
das Zeichen 3 nicht enthalten) induktiv zu beweisen : 
1. Den Schlussregeln S 1-S 4 entsprechen in Z* gültige Formeln 


(ŒTA+]AF(B;)3FT(A AB):]), (FIA-JAF[B_D3F{[(A VB), 
(F [(A À B)4]2F [A+]) usw. 


2. Den Regeln S 5 entsprechen in Z* ableitbare Schlussregeln 


(AB) — (F[A+]2F [B4}), 
(1A37B)—(F[A ]2F[B_)). 


3. Ebenso wie sich aus Schlussregeln von Z weitere Schluss- 
regeln von Zbilden lassen (z. B. À —+ C aus À —+ B und BC), hat 
man in 2* Schlussregeln für die Gültigkeit der entsprechenden 
Formeln (z. B. (A3B), (B3C) — (A3C)). 

Mit 1.-3. wird Satz 5a bewiesen. 

Für die Umkehrung dieses Satzes brauchen wir die 
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Hülfssätze. 1. Wenn G das Zeichen 3 nicht enthält, ist jeder 
vordere Positivteil (bzw. Negativteil) der Formel (F3 G) ein Nega- 
tivzweig (bzw. Positivzweig) von F. 

2. Wenn F das Zeichen 2 nicht enthält, ist jeder hintere 
Positivteil (bzw. Negativteil) der Formel (F3G) ein Positivteil 
(bzw. Negativteil) von G. 

Die Umkehrung des Satzes 5a lautet : 


Satz 5b. Für Formeln F,,..., F, und G des Systems Z gilt : Ist 
((F14 "A F)350G) 
eine in Z'* gültige Formel, so ist 
F,,...,F, — G 


eine Schlussregel von Z, die sich allein mittels S 1-$ 5 ergibt. 
Beweis. Zur Abkürzung bezeichnen wir (F, A .…. A F,) mit F. 
Da im System Z die Schlussregel 


FRE me (FL ANR NES) 


gemäss S la gilt, genügt es, zu beweisen : Ist (F3 G) in Z'* gültig, 
so ergibt sich F — Gin Z mittels S 1-$ 5. Diese Behauptung beweisen 
wir induktiv. 

1. (F20G) seï ein Axiom von Z*. Dann hat diese Formel nach 
den Hilfssätzen die Gestalt 


(F [at]35G[a:]) oder (F [a=]3G [a-_]). 


In Z'gilt F [a+] — a gemäss S 7a und a— G[a;] gemäss S 3a, also 
auch F[a+]— G{a;]. Ebenso erhält man F[a-]— G[a_] mittels 
S 7b und S 36. Hiermit ist die Behauptung im 1. Fall bewiesen. 

2. (F 3 G) sei in Z* mittels S 1a erschlossen. Nach den Hilfs- 
sätzen hat dann diese Formel die Gestalt 


(F [(A A B)-] > G) oder (F 2 G[(A A B)+]). 


Nach Induktionsvoraussetzung entsprechen den Prämissen des be- 
trachteten Schlusses in Z die Schlussregeln 


F[A-]— G und F[B-]— G beziehungsweise F — G[A;] und F—G[B;]. 
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Mit S 9b beziehungsweiïse S 1a erhält man hieraus 
F [(A 4 B)-]— G beziehungsweise F — G [(A A B):]. 


Die Behauptung gilt also für die mit S 1a erschlossene Formel 
(F 3 G), sofern sie für die zugehôrigen Prämissen gilt. Eine ganz 
entsprechende Überlegung ist auf die mittels S 1b erschlossenen 
Formeln anzuwenden, womit der induktive Beweis des Satzes 5b 
zum Abschluss kommt. 

Die Sätze 5a und 5b liefern, da der Gültigkeitsbegriff von Z* 
entscheidbar ist, ein Entscheidungsverfahren für diejenigen aus- 
sagenlogischen Schlussregeln, die allein auf Grund unserer Voraus- 
setzungen I-IV im formalen System Z gelten. 

Entsprechende Entscheidungsverfahren erhalten wir auch für 
formale Systeme Z, und 2, die sich von Z nur dadurch unter- 
scheiden, dass in 2°, zusätzlich das Tertium non datur als gültige 
Formel, in Z, das Ex falso quodlibet als syntaktische Schlussregel 
vorausgesetzt wird. Nach den Sätzen 1 beziehungsweise 2 und 
deren Zusätzen unterscheidet sich Z, beziehungsweise Z, dadurch 
von 2, dass zusätzlich die aussagenlogische Vollständigkeit be- 
ziehungsweise die aussagenlogische Widerspruchsfreiheit gefordert 
wird. 

Zum Entscheidungsverfahren für die aussagenlogischen Schluss- 
regeln von 2, beziehungsweise Z, brauchen wir die formalen 
Systeme 2 beziehungsweise 2. Das System 2% soll aus dem 
System Z* durch Hinzunahme der Axiome 


Fa a] 


hervorgehen. Das System 2”, soll aus Z* entstehen, indem die 


Axiome 
[as ] 


hinzugenommen werden. Mit den Axiomen von Z* ersieht man : 

Die Axiome von 2 (bzw. 2") sind diejenigen Formeln, in denen 
ein und dasselbe Aussagenelement an einer Stelle als Positivteil 
und an einer anderen Stelle als Negativteil auftritt, wobei min- 
destens einer dieser beiden Teiïle bei einem Axiom von Z® ein 
hinterer Teil (bzw. bei einem Axiom von 2", ein vorderer Teil) 
sein soll. 
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Die Grundschlussregeln von Z% und von Z*, bestehen (ebenso 
wie die von Z*) nur aus den verknüpfenden Schlussregeln S 1. 
Entsprechend den Sätzen 5a und 5b beweist man : 
Satz 6. Für Formeln F,, ..., F, und G des Systems 2, (bzw. 2) 
gilt : 
F,,..., EF, — G 


ist genau dann eine Schlussregel von Z, (bzw. Z,,), die sich allein 
mittels S 1-S5 und dem Tertium non datur (bzw. dem Ex falso 
quodlibet) ergibt, wenn 

(Fist euF,) 2:G) 


eine in 2% (bzw. 2") gültige Formel ist. 

Mit diesem Satz hat man, da auch die Gültigkeitsbegriffe von 
2, und von 2”, entscheidbar sind, Entscheidungsverfahren für die 
aussagenlogischen Schlussregeln von 2, und von 2. 

Um eine Anwendung unserer Untersuchungen zu geben, weisen 
wir auf die typenfreie Logik t hin. Ein typenfreies formales System, 
in dem sich alle mathematischen Begriffe darstellen lassen, kann 
nicht zugleich aussagenlogisch vollständig und aussagenlogisch 
widerspruchsfrei sein. Man kann aber ein solches formales System, 
in dem die Voraussetzungen I-IV erfüllt sind, unter Verzicht auf 
die aussagenlogische Vollständigkeit so ansetzen, dass es aussagen- 
logisch widerspruchsfrei ist. Zum Nachweis dieser Widerspruchs- 
freiheit kann nach Satz 3 die Ableitung der Schnittregel dienen. 
Das nach Satz 6 für 2, vorliegende Entscheidungsverfahren zeigt, 
welche aussagenlogischen Schlussregeln in diesem typenfreien 
System gelten ?. 


1 W. ACKERMANN, Widerspruchsfreier Aufbau einer typenfreien Logik 
(erweitertes System), in Math. Zeitschr., 55 (1952), 364-384. — K. SCHÜTTE, 
Zur Widerspruchsfreiheit einer typenfreien Logik, in Math. Ann., 125 (1953), 
394-400. 

2 Die hier nur angedeuteten Beweise der Sätze 1-6 und die Anwendungen 
auf einzelne formale Systeme zur Begründung der Mathematik sollen in 
einem Buch über « Beweistheorie », das im Springer-Verlag erscheinen wird, 
ausführlicher dargestellt werden. 
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Zusammenfassung 


In einem typenfreien formalen System, das widerspruchsfrei ist und 
alle Begriffe der klassischen Mathematik darzustellen vermag, kôünnen nicht 
alle Gesetze der klassischen Aussagenlogik gelten. Es entsteht daher das 
Problem, die aussagenlogischen Eigenschaften formaler Systeme allgemein 
zu untersuchen. Unter gewissen Voraussetzungen in aussagenlogischer Hin- 
sicht wird die « aussagenlogische Vollständigkeit » und die « aussagenlogische 
Widerspruchsfreiheit » eines formalen Systems durch das Tertium non datur 
beziehungsweise durch die Schlussregel des Ex falso quodlibet charakterisiert. 
Es werden Entscheidungsverfahren für diejenigen syntaktischen Schluss- _ 
regeln entwickelt, die unter den vorliegenden aussagenlogischen Voraus- 
setzungen in jedem formalen System beziehungsweise in jedem aussagen- 
logisch vollständigen formalen System beziehungsweise in jedem aussagen- 
logisch widerspruchsfreien formalen System gelten. 


Résumé 


Dans un système formel sans types sans contradictions et qui peut 
représenter toutes les notions des mathématiques classiques, toutes les lois 
de la logique propositionelle classique ne peuvent pas être valables. C’est 
de là que s’ensuit le problème de discuter généralement les propriétés des 
systèmes formels en ce qu’elles concernent la logique des propositions. Sous 
certaines suppositions à l’égard des expressions propositionelles le « complet 
propositionel » et la «non-contradiction propositionelle » se caractérisent 
par le tertium non datur ou plutôt par la règle d’inférence du ex falso quod- 
libet. On développe des méthodes de décision pour ces règles d’inférence 
syntactiques qui sont valables dans chaque système formel sous les suppo- 
sitions données et pour ces règles d’inférence qui sont valables dans chaque 
système complet ou consistant au point de vue de la logique des propositions. 


Abstract 


In a formal system without types which contains no contradictions and 
is able to represent all notions of classical mathematics, all the laws of 
classical propositional calculus cannot be valid. From this fact ensues the 
problem generally to explore the properties of formal systems from the 
point of view of the propositional calculus. Under certain assumptions 
concerning the propositional expressions the « propositional completeness » 
and the «propositional consistency » of a formal system is characterized 
through the {ertium non datur, respectively through the inference rule of the 
ex falso quodlibet. There are decision procedures for the syntactical infer- 
ence rules which in every formal system are valid under the given assump- 
tions and for the syntactical inference rules of every formal system which 
is complete or consistent with respect to the propositional calculus. 


REDUCTION OF AXIOM SYSTEMS 
WITH AXIOM SCHEMES TO SYSTEMS WITH 
ONLY SIMPLE AXIOMS 


by Th. SKoLEM, Oslo 


When a system of axioms is formulated within the framework 
of the first order predicate calculus two cases are possible : 

1) The axioms contain only constant predicates. 

2) The axioms contain also predicate variables, however only 
as free variables since the formulation is supposed carried out 
within the first order predicate calculus. 

Sometimes axiom systems of the first kind are said to be of 
first order, whereas the latter ones are said to be of second order. 
Sometimes one says that in the latter case we have axiom schemes, 
whereas in the former we have only simple axioms. 

In the textbook of Hilbert-Ackermann on logic, where this 
distinction of order is set up, it is mentioned that systems with 
variable predicates only occurring in the axiom of identity are 
counted among those of first order, because it is possible to replace 
the axiom of identity with axioms containing only constant predi- 
cates. However in this paper I shall show how it is always possible 
to translate an axiom system of second order into one of first 
order. 

In order to carry out this transformation of a system S with 
axiom schemes into a system S’ with only ordinary axioms it will 
be necessary to treat the predicates of S as a kind of individuals 
in S’. Then some further axioms must be added such that all the 
reasoning with the predicates performed in the first order predicate 
calculus is possible for those individuals by the new axioms. Itis 
then necessary to introduce sequences of individuals in S as indi- 
viduals in S’. JI shall show that S’ can be formulated with only 4 
constant predicates, namely the membership relation e, the iden- 
tity =, a relation «equal length » between sequences, and the 
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relation of concatenation C. In the sequel the individual variables 
in S’ shall be denoted by small latin letters x, y, z, ... when they 
are of the first kind i.e. when they represent sequences of the 
individuals in S. The individual variables of the second kind in S’, 
corresponding to the predicates in S, shall be denoted by capital 
latitelerterseX. V2" 2.5, 

The first of the new axioms are 


1) TE, 2) XEx, 3) XEeY: 


According to these axioms the relation e can only be true between 
an individual x of the first kind and an individual X of the second 
kind, xe X. But of course we also often have æ € X. A further 
axiom is 

4) (æ) (y) (Ez) C (z;, x, y). 


This means that if x is a sequence of individuals in S and y likewise, 
then a sequence z exists which is the sequence x followed by the 
sequence y. Further 


9) C2, x, y) & Cu, x, y) — (2 = u). 


I will set up the following definition which will simplify our for- 
mulas : 
Def. (tel) ++ (y) (2) C (x, y, 2). 


Here I is a new constant predicate in S’ derived from C. The 
meaning of æel is that x is an individual from S, not a sequence of 
a greater number of individuals. 

If now for example one of the axioms of S has the form: 


(x) À (x), 


where A is one of the constant predicates in S, then in S’ this is 
translated into 


(x) (el) —+ (xe A). 


If one of the axioms of S has the form 


(x) (Ey) B (x, y); 
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where B is one of the constant predicates in S, then in S’ this will be 


() (@el) — (Ey) (we & (2) (C €, x, y) — (eB)))). 


The same simple translation is performed in the axiom schemes of S 
yielding ordinary axioms in S’. The following definition might be 
convenient 

tua GGNT y): 


1e. xy is the z for which C (z, x, y). It is well known that the 
symbol « can be eliminated, but also that the use of such descrip- 
tion symbols makes the formulas shorter. However I will here 
only use the expressions xy, tyz, ... in the examples further below. 

It will be convenient to introduce the relation « equal length » 
between sequences. If 2 denotes this relation, we can set up the 
following axioms. 


6) (xel) — ((yel) +2 (x, y)), 

7) À (z, u) & C (x, z, v) & C (y, u, w) — (À (x, y) + 1 (v, w)), 
8) C (x, z, u) & C (y, u, 2) — (x, y), 

9) @) () G) (((œeX) & (yeX)) —2 (x, y)). 


The first of these axioms says that a sequence is of equal length 
as an individual, if and only if it is itself an individual. The 
second axiom says that if z and u are of equal length, then the 
sequences zv and uw are of equal length when and only when v and 
w are of equal length. The third says that zu and uz are always 
of the same length. Strictly speaking this axiom is superfluous, 
because its validity in each special case can be derived from the 
other axioms. The fourth axiom states that all sequences which 
have the relation e to an arbitrary individual of the second kind 
are of the same length. 

Further it will be necessary to set up axioms which yield the 
existence of all individuals of the second kind corresponding to the 
definable predicates in $, i.e. all those constructible in S by use of 
connectives and quantifiers. This can certainly be done in dif- 
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ferent ways, but I think the following procedure is rather simple. 
We assume the validity of the following axioms. 


10) () () (EY) @) (4 (x y) — (&E X) + (ze Y))). 


This means that to each individual X of the second kind in S’ 
there exists an individual Y of the second kind such that every 
individual of the first kind which is a sequence of the same length 
as a given sequence y is in the relation e to Y when and only when 
it is not in the relation e to X. This corresponds to the negation 
of predicates in S. 


11) (X) (®) (E2) (x) ((xeZ) <> (xe X) & (xe Y)). 
This corresponds to the use of conjunction in S. 
12) (X) (Ÿ) (Ey) (Ge X) & (ye Y) — (EZ) (x) ((reZ)<—(xeX\/ (æe Y))). 


This corresponds to the use of disjunctioninS. A union of X and Y 
only exists when their elements are of the same length. 


13) (u) (X) (EY) G) (we Y) — (Ex) (E2) (C (y, x, 2) & 1 (, u) &(xe X))). 


This means that the y’s standing in the relation e to Y all have the 
form xz, where xeX and z has the same length as the given se- 
quence u. Thus, if for example u is a sequence of two individuals 
in S and X corresponds to a ternary relation À, then Y corresponds 
to a relation B (2, Ze, Zs Yy Ye) Such that for all &,, %, La, Yi Ya 


B (ti; Les Lg Un Ua) + À (M1, Las Ts). 


If one prefers, the following somewhat simpler axiom will be 
sufficient 


14) (X) (EY) Y) (yeY) + (Ex) (E2) ((ze D) & C (y, x, 2) & (xeX))). 


This corresponds to the definition in S of B (x, æ, ...,æ,, y) from 
A (t, ...,%,) by putting 


BAS A) À (men) | 
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It is clear that repeated use of the latter axiom will amount to the 
same thing as the use of the former. 


15) (X) (EY) (y) ((yeY) - (E2) (Ex) (Gel & C (x, z, y) & (xeX))). 


This corresponds to the definition in S of B(x,,...,2æ,) from 
is. +, L)itRUS: 


DEEE) «+ (Eu) À (Vire). 


The similar axiom with (y) instead of (Ey) is superfluous because 
of axiom 10). 


16) (X) (EY) (u) ((ueY) + (Ez) (ze X) & (Ex) (Ey)) ((œel) & 
C ( x, y) & C (u, y, ))). 


This axiom yields to every individual of the second kind which 
corresponds to a predicate A (x,, ...,x,) an individual of the 
second kind corresponding to the predicate A (2, Z3, ..., Zn, A). 


17) (X) (EY) (y) (y eY< ( (Ew) (we X) & (Ex) (Et) (Ez) (Ev) 
((ce I) & (fe I) & C (u, x, à & C (w, u, 2) & C (v, t, x) & C (y, v, 2))): 


This axiom makes it certain that if X is an individual of the 
second kind in S’ corresponding to the predicate A (x, y, z1, ...,2;) 
in $, then there is an individual Y of the second kind in S’ corres- 
ponding to the predicate B (x, y, z,...,z,) defined thus: 


BTP, 32) NV; EL, 23 MZ). 


Finally an axiom is needed which might be called an axiom of 
identification, namely : 


18) (X) (EY) (y) (yeY) + (Ex) (E2) (Eu) ((œeD & C (y, x, 2) & 
C (u, y, x) & (ueX))). 


This corresponds to the definition in S of B (x, ys, ..., y,) from an 
(n + 2)-ary relation A thus: 


B (x, Uis +. Un) <> À (x, Yis + Uno x), 
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or in other words B is the relation between x, y,, ..., y, that arises 
by identification of z with x in the relation A (x, y1, ...;, Un, 2). 

One can easily convince oneself that by the aid of these axioms 
we can generate the individuals of the second kind in S’ just in the 
same way as the predicates in S are generated by use of connectives 
and quantifiers. I will here give two examples which will make 
this plausible. In the examples small latin letters denote indi- 
viduals in $. 

Ex. 1. Let X and Y be individuals of the second kind corres- 
ponding to the predicates À and B thus: 


À (x, y) + (xyeX), B (2) <—-- (zeY). 


Then I shall prove that an individual Z of the second kind in S’ 
exists such that 
A (x, y) & B (z) +-- (xyzeZ). 
Indeed axiom 13) states the existence of an individual X'’ and 
an YŸ’ such that for all x, y, z 


(ayze X”) ++ (xyeX), (zxyeY') +—- (ze Y). 
Now axiom 16) furnishes an Y” such that for all x, y, z 


(ayzeY”) + (zxyeY'). 
Hence 
(aye X) & (ze Y) + (xyze X”) & (xyze Y”), 


but according to axiom 11) an individual Z exists in S’ such that 
for all x, y, z 
(œyze X") & (xzyzeY”) + (xyzeZ). 
Hence finally 
(aye X) & (ze Y) <— (xyzeZ) 


so that Z corresponds to the composite ternary relation 
A (x, y) & B (2). 

Ex. 2. Let the individuals X and Y correspond to the binary 
relations À and B. Then I assert that a Z exists corresponding to 
the derived binary relation 


(Ey) (A (x, y) &B (y, z)). 
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Indeed we have according to axiom 13) a X'’ and a Y' such that 
for all x, y, z, u 


(ayzue X”) <—- (xye X), (uzxyeV') +- (uzeY) 
and because of axiom 16) we get a X” such that 
(zuxye X”) + (xyzue X'), 
while axiom 17) furnishes a X”’ with the property 
(uzxye X””) + (zuxye X”). 
After axiom 11) we then have a Z’ so that the equivalence 
(zyeX) & (uzeY) <> (uzxyeZ") 
takes place. Now the axiom of identification gives a Z” such that 
(yzze Z”) <—— (yzaye 2") <-- (xye X) & (yzeY). 
Then we obtain according to axiom 15) a Z, such that 
(zxeZ) <- (Ey) (yzre 2”) 
and axiom 16) furnishes a Z such that the equivalence 
(xzeZ) -- (zxeZ;) 
takes place, whence 
(xzeZ) ++ (Ey) ((xye X) & (yzeYŸ)). 


Of course there may be further axioms in a system of second 
order, for example the axiom 


(x) (Ey) R (à, y) — (EP) @) R (a, f (x), 


where f denotes a function. Now a function f means a binary 
relation S such that 


(@) (Ëy) S (x, y), 
where É, meaning « there is one and only one, » may be defined by 
(Éx) À (x) ++ (Ex) (A (x) & (y) (A (y) — A ())). 


16 
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Thus our axiom may be written 
(x) (Ey) R (&, y) — (ES) (x) (y) S (x, y) & (x) (y) (S (x, y) —R (x, y))). 


Here we have no function variable f. 

It will now be evident, how the translation of a system of 
second order to a system of first order may be carried out. We 
get a first order system with two kinds of variables. However, it 
is well known how such a system can again be transformed into 
a system with only one kind of variables, adjoining two constant 
monadic predicates. 

Of course the reduction of systems with axiom schemes to such 
with only simple axioms developed here is carried out from the 
strictly formal point of view so that all reasoning is restricted to 
the operations which are possible according to the axioms. It is 
clear that similar reductions will be just as well possible for axiom 
systems formulated within calculi of higher order. 


DUALITÂT 


von Ernst SPECKER, Zürich 


Man kann ganz gleiches tun 
und doch ein andrer sein. 
GRILLPARZER, 
Friedrich der Streitbare. 


Das Dualitätsprinzip der projektiven Geometrie scheint zum 
ersten Mal von J. D. Gergonne in voller Allgemeinheïit ausge- 
sprochen worden zu sein. Im Jahre 1826 verôffentlichte er im sech- 
zehnten Band seiner Annalen unter dem Obertitel « Philosophie 
mathématique » einen Aufsatz « Considérations philosophiques sur 
les élémens de la science de l’étendue » (im Inhaltsverzeichnis am 
Ende des Bandes verdeutlicht zu « Considérations philosophiques 
sur les propriétés de l’étendue qui ne dépendent pas des relations 
métriques »). Gergonne erläutert darin zunächst die Begriffe der 
metrischen Eigenschaft und der Eigenschaft der Lage und fährt 
dann folgendermassen fort : « Mais un caractère extrêmement frap- 
pant de cette partie de la géométrie qui ne dépend aucunement des 
relations métriques entre les parties des figures ; c’est qu’à l’ex- 
ception de quelques théorèmes symétriques d'eux-mêmes, tels, par 
exemple, que le théorème d’Euler sur les polyèdres, et son analogue 
sur les polygones, tous les théorèmes y sont doubles ; c’est à dire 
que, dans la géométrie plane, à chaque théorème il en répond 
toujours nécessairement un autre qui s’en déduit en y échangeant 
simplement entre eux les deux mots points et droites ; tandis que, 
dans la géométrie de l’espace, ce sont les mots points et plans qu'il 
faut échanger entre eux pour passer d’un théorème à son corrélatif. 

Parmi un grand nombre d'exemples que nous pourrions puiser, 
dans le présent recueil, de cette sorte de dualité des théorèmes qui 
constituent la géométrie de situation, nous nous bornerons à indiquer, 
comme les plus remarquables, les deux élégans théorèmes de 
M. Coriolis, démontrés d’abord à la page 326 du XI.e volume, puis 
à la page 69 du XIL.e, et l’article que nous avons nous-même publié 
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à la page 157 du présent volume, sur les lois générales qui régissent 
les polyèdres.» (S. 210.) 

Im folgenden gibt Gergonne eine Anzahl von Paaren dualer 
Sätze an ; er stellt sie — worin er später oft nachgeahmt wurde — 
auf einer Seite in zwei Kolonnen einander gegenüber. Dabei fasst 
er übrigens den Raum nicht durchgehend als projektiv auf — die 
Ausnahmen, die das Dualitätsprinzip dann erleidet, werden durch 
geschickte Formulierungen verschleiert. Sein erstes Paar von 
Sätzen lautet zum Beispiel folgendermassen (S. 212) : 


Deux points, distincts l’un de 
l’autre, donnés dans l’espace, 
déterminent une droite indéfinie 
qui, lorsque ces deux points sont 
désignés par À et B, peut être 
elle-même désignée par AB. 


Deux plans, non parallèles, don- 
nés dans l’espace, déterminent 
une droite indéfinie qui, lorsque 
ces deux plans sont désignés par 
À et B, peut être elle-même dé- 
signée par AB. 


Es werden sich somit « deux points, distincts l’un de l’autre » 
und «deux plans, non parallèles » als duale Begriffe gegenüber- 
gestellt, wovon in der obigen Formulierung nichts gesagt wurde 
und was sich auch gar nicht konsequent durchführen lässt. Im 
nächsten Beispiel (dem dritten von Gergonne) wird dagegen ange- 
nommen, dass eine Ebene und eine Gerade stets einen Punkt 
gemeinsam haben, was allgemein nur im projektiven Raum gilt 
(S. 212-213) : 


Un plan peut aussi être déter- 
miné dans l’espace par une 


Un point peut aussi être déter- 
miné dans l’espace par une 


droite et par un point qui ne 
s'y trouve pas contenu, ou 
encore par deux droites qui con- 
courent en un même point. 


droite et par un plan dans lequel 
elle ne se trouve pas située, ou 
encore par deux droites situées 
dans un même plan. 


Gergonne versucht nirgends, das Dualitätsprinzip zu begründen ; 
er scheint der Auffassung zu sein, dass es sich bei diesem Prinzip 
um ein Axiom der « Ausdehnungslehre » handle, welches als solches 
keines Beweises bedürftig sei. Insbesondere weist er nirgends auf 
die von Poncelet ausgebildete Theorie der polaren Reziprozität hin, 
der Abbildung, welche — in der Ebene — Punkte und Geraden 
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unter Erhaltung der Inzidenz vertauscht. Diese Unterlassung 
erregte den Unwillen von Poncelet und die folgenden Bände der 
Annales de mathématiques enthalten ein Streitgespräch von 
Gergonne und Poncelet — der erste Aufsatz wird noch unter 
«Philosophie mathématique » eingereiht, die späteren dagegen 
unter « Polémique mathématique ». Der Streit dreht sich aber nicht 
ausschliesslich um Prioritätsansprüche, es liegt ihm auch eine Ver- 
schiedenheïit der Auffassungen zu Grunde. Die Gegensätze werden 
dabeï allerdings nicht deutlich formuliert, und es war dies wohl 
auch kaum môglich, so lange nicht der Begriff der projektiven 
Geometrie selber deutlichere Gestalt annahm. 

Diese Verdeutlichung wurde erst bedeutend später durch die 
axiomatische Auffassung erreicht. Wir wenden uns daher der Auf- 
stellung eines Axiomensystems für die ebene projektive Geometrie 
zu. Als Vorbereitung bemerken wir, dass sich die Lagebeziehungen 
von Punkten und Geraden auf die Inzidenzrelation (und die Iden- 
titätsrelation) zurückführen lassen : Der Punkt p liegt auf der 
Geraden g, die Gerade g geht durch den Punkt p: p inzidiert mit 
g (p 1 9). Die Geraden g und À schneiden sich in p:gIpundAlIp. 
Die Punkte p, q, r liegen nicht auf einer Geraden: Es gibt keine 
Gerade g, so dass g I p und gIqgund gr. 

Das Axiomensystem enthält somit die Grundbegriffe Punkt, 
Gerade, Inzidenz (zweistellige Relation); die zu Grunde gelegte 
Logik sei die Prädikatenlogik erster Stufe mit Identität. In einem 
Axiom À, fassen wir zunächst die Eigenschaften zusammen, die im 
allgemeinen (in dieser oder jener Form) stillschweigend voraus- 
gesetzt werden. 

A, Jedes Element ist entweder ein Punkt oder eine Gerade ; 
jeder Punkt ist verschieden von jeder Geraden. Inzidiert a mit b, 
so inzidiert b mit a und entweder ist a ein Punkt und b eine Gerade 
oder a eine Gerade und b ein Punkt. 

Man bemerkt, dass die Begriffe Punkt und Gerade in A, 
symmetrisch auftreten : A, ist zu sich selbst dual. 

A, Zu zwei verschiedenen Punkten gibt es genau eine Gerade, 
die mit beiden inzidiert. 

A! Zu zwei verschiedenen Geraden gibt es genau einen Punkt, 
der mit beiden inzidiert. 


454 E. SPECKER 


Die Axiome À, und A; sind ersichtlich dual. 

A, Es gibt vier Punkte, von denen keine drei mit ein und 
derselben Geraden inzidieren. 

A; Es gibt vier Geraden, von denen keine drei mit ein und 
demselben Punkt inzidieren. 

Die Axiome À, und A; sind dual; es ist leicht, die Strukturen 
zu beschreiben, die A,, À, und A; aber nicht das volle Axiomen- 
system A,, A,, A;, A,, À, der ebenen projektiven Geometrie erfüllen. 

Das einfachste Beispiel (Modell) einer projektiven Ebene ent- 
hält 7 Punkte und 7 Geraden, zwischen denen bei geeigneter 
Numerierung die folgenden Inzidenzen bestehen : Mit der Geraden 
9, inzidieren die Punkte D», Pæ Pa: Mit g inzidieren P4, Pa Ps3 Mit 
g3 inzidieren P;, Py Pe; Mit 9, inzidieren Ps, Pa Pr; Mit g, inzidieren 
Pa Ps Pr: Mit 9 inzidieren Ps, Pe Pr; Mit g, inzidieren P4 Ps Pe- 
Aus dieser Beschreibung ergibt sich, dass mit dem Punkt p, die 
Geraden %%, 9x 9, inzidieren ; es lässt sich leicht verifizieren, dass 
alle Axiome erfüllt sind. Eine einfache Darstellung dieser projek- 
tiven Ebene wird durch ein euklidisches Dreieck mit seinen drei 
Hôhen erhalten : Punkte der Ebene sind Eckpunkte p,, p:, p, des 
Dreiecks, Hôhenfusspunkte p4, px Ps (Pi+s Segenüber pi) und 
Hôhenschnittpunkt p,; Geraden der Ebene sind Seiten g,, ge, % 
des Dreiecks (gi Gegenseite von pi), Hôhen g, g;, g des Dreiecks 
(Hôhe g;,, durch Eckpunkt pi) sowie eine weitere (in der eukli- 
dischen Ebene nicht als solche zu zeichnende) Gerade g, durch die 
Hôhenfusspunkte p,, p;, p.. Inzidenzen sind — ausser der soeben 
festgelegten — die in der euklidischen Ebene bestehenden. 

Man verifiziert, dass dieses Modell einer projektiven Ebene bei 
der angegebenen Numerierung der Punkte und Geraden die fol- 
gende Eigenschaft besitzt: Inzidiert der Punkt p; mit der Ge- 
raden g,; So inzidiert die Gerade g; mit dem Punkt p,. Definieren 
wir daher eine Abbildung x durch die Festsetzung x (p;) = g;, 
a (g;) = pi, So besitzt x die folgenden Eigenschaften : x ist eine 
eineindeutige Abbildung der Menge der Elemente der Geometrie 
(Punkte und Geraden) auf sich ; x erhält die Inzidenzrelation, das 
heisst x (a) inzidiert genau dann mit x (b), wenn a mit b inzidiert ; 
das Bild eines Punktes ist eine Gerade, das Bild einer Geraden ist 
ein Punkt; x ist die Identität, das heisst es ist x (x (a)) = a für 
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alle a. (Eine Abbildung mit diesen Eigenschaften heisse « Pola- 
rität ».) 

Aus der Existenz einer Polarität folgt unmittelbar, dass in der 
betrachteten projektiven Ebene das Dualitätsprinzip in der fol- 
genden vollen Allgemeinheit gilt : Ist S ein Satz der Theorie (auf- 
gebaut aus den Grundbegriffen Punkt, Gerade, Inzidenz mit Hilfe 
der logischen Operationen), S’ sein duales Gegenstück (d. h. der 
Satz, der aus S entsteht, wenn die Begriffe Punkt und Gerade ver- 
tauscht werden), so gilt S’ genau dann, wenn S gilt. Zum Beweise 
dieser Behauptung benützen wir vom Begriff der Gültigkeit von 
Sätzen nur die Eigenschaft, dass in isomorphen Strukturen die- 
selben Sätze gelten. Definieren wir nämlich auf Grund unserer 
Ebene E eine Ebene E'’, deren Punkte die Geraden von E, deren 
Geraden die Punkte von E sind, so sind die Ebenen E und E’ 
isomorph (ein Isomorphismus ist durch die Abbildung x gegeben). 
Der Satz S gilt gemäss unserer Definition von E’ in E’ genau 
dann, wenn der Satz S’in E gilt. Da S in E’ genau dann gilt, wenn 
S in E gilt, so gilt S’ in E genau dann, wenn Sin E gilt. 

Man kônnte versucht sein (und ist es wohl auch gewesen) die 
Gültigkeit des Dualitätsprinzipes in der Form, dass mit einem 
Satz S auch der duale Satz S’ in einer Ebene gelte, daraus zu 
schliessen, dass das Axiomensystem dual ist, das heisst, dass mit 
einem Satz À auch der duale Satz A” ein Axiom (oder einem 
solchen äquivalent) ist. Doch ergibt sich aus dieser Dualität der 
Axiome vorerst nur, dass mit einem Satz S, der aus den Axiomen 
beweisbar ist, auch der Satz S’ aus den Axiomen beweisbar ist. 
Es kann aber sehr wohl ein Satz S in einem bestimmten Modell 
gelten ohne aus den Axiomen beweisbar zu sein. (Ein solcher Satz 
ist zum Beiïspiel: Auf jeder Geraden liegen genau drei Punkte. 
Dieser Satz gilt in der oben angegebenen Geometrie der sieben 
Punkte ; er ist aber nicht aus den Axiomen beweisbar, da es be- 
kanntlich projektive Ebenen gibt, auf deren Geraden unendlich 
viele Punkte liegen.) 

Aus der obigen Konstruktion kann dagegen unmittelbar die 
Gültigkeit des folgenden Satzes erschlossen werden: Gibt es eine 
Ebene E, in welcher der Satz S gilt, so gibt es auch eine Ebene E, 
in welcher der Satz S’ gilt. 


456 E. SPECKER 


Der Beweis, dass in einer Ebene mit einem Satz S auch der 
duale Satz S’ gilt, kann schon geführt werden, wenn eine Korre- 
lation vorliegt, das heisst eine eineindeutige Abbildung, die Punkte 
und Geraden vertauscht und die Inzidenz erhält. Die Tatsache, dass 
das Quadrat der Abbildung die Identität ist, wurde nämlich beim 
obigen Beweise gar nicht benützt ; auf diesen Umstand hat schon 
Chasles nachdrücklich hingewiesen [1, S. 226]. Ohne eine zusätzliche 
Voraussetzung braucht dagegen in einer projektiven Ebene das 
allgemeine Dualitätsprinzip nicht zu gelten. Das kann zum Bei- 
spiel aus der Existenz von endlichen projektiven Ebenen er- 
schlossen werden, die keine Korrelation zulassen [5, S. 108]. Eine 
endliche Struktur ist nämlich durch ihre gültigen Sätze bis auf 
Isomorphie eindeutig bestimmt und falls mit S auch stets der 
Satz S' gôlte, so wäre die Ebene E isomorph zu ihrer dualen 
Ebene E’ (deren Punkte die Geraden und deren Geraden die 
Punkte von E sind); ein Isomorphismus von E auf E’ ist aber 
gerade eine Korrelation von E, 

Dieses Beispiel einer endlichen projektiven Geometrie ist ziem- 
lich kompliziert. Um die grundsätzlichen Fragen leichter erläutern 
zu kônnen, ersetzen wir daher das Axiomensystem A,, AÀ,, A;, À, À 
der ebenen projektiven Geometrie durch ein Axiomensystem B,, 
B,, B; mit denselben Grundbegriffen Punkt, Gerade, Inzidenz. 

B, (wie A,) Jedes Element ist entweder ein Punkt oder eine 
Gerade ; jeder Punkt ist verschieden von jeder Geraden. Inzidiert 
a mit b, so inzidiert b mit a und entweder ist a ein Punkt und b eine 
Gerade oder a eine Gerade und b ein Punkt. 

B, Zu zwei verschiedenen Punkten gibt es hôüchstens eine 
Gerade, die mit beiden inzidiert. 

B; Zu zwei verschiedenen Geraden gibt es hôchstens einen 
Punkt, der mit beiden inzidiert. 

Dieses Axiomensystem ist dual : Bei Vertauschung der Begriffe 
Punkt und Gerade geht B, in sich über, während B, und B; ver- 
tauscht werden. Ein Modell des Systems nennen wir « Konfigu- 
ration »; « Polarität » und « Korrelation » seien wie für projektive 
Ebenen definiert. 

Es ist nun sehr leicht, ein Beiïspiel einer endlichen Konfigu- 
ration anzugeben, die keine Korrelation zulässt. Ist nämlich K die 
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Konfiguration, die aus einer Geraden mit zwei inzidenten Punkten 
besteht, so gibt es offenbar keine eineindeutige Abbildung, die die 
Punkte und Geraden von K vertauscht. In K gilt der Satz S «Es 
gibt genau zwei Punkte»; der duale Satz S’ «Es gibt genau zwei 
Geraden » gilt dagegen nicht; das Dualitätsprinzip ist somit in K 
nicht erfüllt. Anderseits gibt es natürlich Konfigurationen, für 
welche das Dualitätsprinzip gilt. Fügen wir aber zu den Axiomen B,, 
B;, B; ein weiteres Axiom B, hinzu « Es gibt genau drei Elemente », 
so ist dieses System immer noch dual; es besitzt aber kein duales 
Modell, denn ist S der Satz «Es gibt genau O0 oder genau zwei 
Punkte », so gilt der duale Satz S' «Es gibt genau 0 oder genau 
zWei Geraden » in einem Modell dann und nur dann, wenn der 
Satz S nicht gilt. 

Nicht ganz so leicht ist es, eine Konfiguration anzugeben, die 
zwar eine Korrelation aber keine Polarität zulässt. Wir gehen dazu 
aus von einem Sechseck mit den Ecken p,, ..., p, und den Seiten 
Qu --., 9e; mit der Geraden g; inzidieren die Punkte p;,, und 
Pi+: (Wobei die Indices als Restklassen modulo 6 aufgefasst 
werden). Auf den Geraden g, und g, liegen je zwei weitere Punkte 
gi, g? und q4, gi; auf den Geraden g, und g, liegt je ein weiterer 
Punkt g und q,. Durch den Punkt p, gehen die weitern Geraden 
hi, R; durch p, die Geraden A4, R?; durch p, die Gerade À, und durch 
p; die Gerade h,. Weiïtere Inzidenzen als die angegebenen sollen 
zwischen den 12 Punkten und Geraden nicht bestehen. Die Ab- 
bildung, welche den Punkten p;, gi, q; die Geraden 9, h;, h; und den 
Geraden g;, hÿ, h; die Punkte p;43, gi+3, Q;+3 Zzuordnet, ist eine 
Korrelation. Man bestätigt leicht, dass die Konfiguration keine 
Polarität zulässt ; eine solche Polarität würde nämlich verknüpft 
mit der definierten Korrelation einen Automorphismus der Konfi- 
guration ergeben, welcher die Punkte p, und p, festlässt und die 
Geraden 9, und g, vertauscht. Ein solcher Automorphismus existiert 
aber ersichtlicher Weise nicht. 

Betrachten wir das System der in der eben definierten Konfi- 
guration K gültigen Sätze als Axiomensystem, so ist dieses System 
dual und vollständig (jeder Satz beweisbar oder widerlegbar) ; das 
System besitzt dagegen kein Modell, welches eine Polarität zulässt, 
denn alle Modelle sind mit K isomorph. (Das Axiomensystem ist 
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übrigens einem System äquivalent, das aus einem einzigen Axiom 
besteht.) Die Frage, ob ein duales vollständiges Axiomensystem 
stets ein Modell besitze, welches eine Korrelation zulässt, muss 
offen bleiben1. Dagegen ist leicht zu zeigen, dass das Model eines 
vollständigen dualen Axiomensystems nicht notwendigerweise eine 
Korrelation besitzt. Wir betrachten dazu die Konfiguration, die aus 
abzählbar unendlich vielen Punkten und abzählbar unendlich vielen 
Geraden ohne jegliche Inzidenz besteht. Das System der in dieser 
Konfiguration gültigen Sätze ist dual. Es stimmt überein mit dem 
System der Sätze, welche in der Konfiguration gelten, die aus 
abzählbar vielen Punkten und kontinuierlich vielen Geraden ohne 
jegliche Inzidenz besteht ; es gibt offenbar keine eineindeutige Ab- 
bildung, die die Punkte und Geraden dieser Konfiguration ver- 
tauscht. (Es ist übrigens auch nicht schwierig, eine abzählbare 
Konfiguration zu definieren, in der mit jedem Satz auch der duale 
Satz gilt, die aber keine Korrelation zulässt; dagegen kann es 
natürlich keine solche endliche Konfiguration geben.) 

H. Kneser [3] hat einige dieser Fragen im Falle der projektiven 
Geometrie behandelt ; doch scheinen noch manche nicht beant- 
wortet zu sein. (Zum Beispiel : Lässt jede — endliche — Ebene, 
die eine Korrelation zulässt auch eine Polarität zu? Lässt eine 
Ebene, in der mit einem Satz auch der duale gilt, stets eine Korre- 
lation zu ?) 

Unser Beispiel eines dualen Axiomensystems ohne duales 
Modell hat die Eigenschaft, dass es einen Satz S enthält, der der 
Negation seines dualen Gegenstückes S’ äquivalent ist. Es ist klar, 
dass ein System, in welchem für einen Satz S die Âquivalenz 
S = S’ beweisbar ist, kein duales Modell haben kann. Wir wollen 
Zeigen, dass hievon die Umkehrung gilt, das heïsst, dass ein duales 
Axiomensystem, in welchem für keinen Satz S die Âquivalenz 
S = $’ beweisbar ist, auch ein duales Modell besitzt. Wir erweitern 
dazu das gegebene System durch Hinzufügung aller Sätze der 
Form S = S’(S Satz der Theorie). Falls dieses erweiterte System 
widerspruchsfrei ist, so besitzt es nach dem Vollständigkeitssatz 
ein Modell, und dieses Modell ist offenbar dual. Ist das System 


1 Siehe Zusatz S. 465. 
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nicht widerspruchsfrei, so gibt es Sätze S; (i — 1,...,n), so dass 
das System, welches aus dem gegebenen durch Hinzufügung der 
endlich vielen Sätze S; = S; entsteht, ebenfalls nicht widerspruchs- 
frei ist; dann ist. die Negation der Konjunktion dieser Âquiva- 
lenzen aus den Axiomen beweisbar, und es genügt somit zu zeigen, 
dass die Konjunktion von solchen Âquivalenzen einer einzigen 
T = T'äquivalent ist ; denn ist die Negation von T = T’ beweisbar, 
so auch T = T’. Auf Grund einer. Induktionsüberlegung genügt es, 
den Beweis für den Fall von zwei Âquivalenzen zu führen. Nun 
ist aber $, = S; À S, = S; äquivalent T = T', falls T die folgende 
Aussage ist : 


CN on 0 OO (One 9 Po TO) 


(Die Bezeichnungistso gewählt, dass T'ausT durch Vertauschungder 
Indices 1 und 2 hervorgeht. Der Beweis ergibt sich leicht folgender- 
massen : Haben $,, S; sowie S,, S; denselben Wahrheitswert, so 
sind T und T’ falsch ; sind T und T’ falsch, so habenS,, S; undS,, S; 
denselben Wahrheïtswert ; T und T’ kônnen nicht beide wahr sein.) 

Für diesen Beweis (und auch für die früheren allgemeinen 
Betrachtungen) ist es nicht wesentlich, dass die Dualität der 
Theorie durch die Vertauschung von zwei Grundprädikaten ver- 
mittelt wird. Wesentlich ist nur, dass eine eineindeutige Abbildung 
der Aussagenformen vorliegt, welche mit den logischen Operationen 
vertauschbar ist und welche die Ordnung zwei besitzt. In diesem 
Sinne ist dann auch die Gruppentheorie und die Theorie der 
Schiefkôrper dual (ab — c ist zu ersetzen durch ba = c). Den 
Begriffen Polarität und Korrelation entsprechen dann die Begrifte 
Antiautomorphismus der Ordnung zwei und Antiautomorphismus. 

Eine weitergehende Verallgemeinerung erhalten wir, wenn wir 
von der Abbildung nicht verlangen, dass sie die Ordnung zwei habe. 
Wir setzen somit nur voraus, dass eine eineindeutige Abbildung der 
Menge der Aussagenformen einer Theorie auf sich vorliege, welche 
mit den logischen Operationen vertauschbar ist. Das interessanteste 
Beispiel einer solchen Theorie ist wohl die einfache Typentheorie 
mit negativen Typen (vergleiche dazu Hao Wang [8]). Diese Theorie 
sei kurz beschrieben : Für jeden Typus k ist eine Reïhe von Va- 
riablen x gegeben; Grundprädikate sind af — xf und x e xÿ+1. 
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Axiome sind Extensionalitätsaxiome 
(ét) (cf) [af (af e af = fe af) > ait = ait] 
und Komprehensionsaxiome 
(Exf+1) (af) [af e ait = B (x)] 


(worin B ein in zulässiger Weise. aus den Grundprädikaten gebil- 
deter Ausdruck ist). 

Die Abbildung, welche durch die Zuordnung «af = 2f » — 
Qaftt = xftly, «af e 2ftl» — «aftle 2f+?» in den Aussagenformen 
induziert wird, führt die Axiome der Theorie in sich über. 

Ein Modell dieses Axiomensystems besteht aus einer Reïhe von 
Mengen T, (k — 0, + 1, ...), den Typen, und einer e-Relation 
(erklärt zwischen einem Element von T; und T,:,). Die Gültigkeit 
von Sätzen wird auf Grund der Festsetzung definiert, dass T, der 
Variabilitätsbereich der Variablen x* sei. 

Entsprechend der Frage nach einem dualen Modell und einem 
Modell mit Korrelation fragen wir hier nach Modellen, welche die 
Eigenschaft besitzen, dass mit einem Satz S auch der Satz S* gilt, 
der aus S durch die beschriebene Typenerhühung hervorgeht, 
sowie nach Modellen, welche einen e-Automorphismus besitzen, 
der T,; (k = 0, + 1, ...) eineindeutig auf T,,, abbildet. Ersicht- 
lich besitzt ein Modell mit der zweiten Eigenschaft auch die erste. 

Für die Existenz eines Modelles, in dem mit einem Satz S auch 
der Satz S* gilt, ist notwendig und hinreichend, dass für keinen Satz 
S die Negation einer Konjunktion von Âquivalenzen S® = S&+1) 
beweisbar ist; dabei ist SO — S, SGH) — S&*%, Wie im Falle 
dualer Axiomensysteme genügt es, folgendes zu zeigen: Gibt es 
Sätze S;(i = 1,...,m), so dass die Negation der Konjunktion 
der Âquivalenzen S; = S; aus den Axiomen beweisbar ist, so gibt 
es einen Satz T und eine natürliche Zahl n, so dass die Negation 
der Konjunktion der Âquivalenzen T® = T&+0 (j—0, ...,n—1) 
aus den Axiomen beweisbar ist. Zum Beweise hievon denken wir 
uns die geordneten m-Tupel der Wahrheitswerte wahr, falsch 
lexikographisch geordnet ; V (A,, ..., À,; B,,..., B,) sei eine 
solche aussagenlogische Verknüpfung von A,,...,B,,...,B,, 
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die genau dann den Wert wahr annimmt, wenn die Belegung 
von À,,..., AA mit Wabhrheitswerten vor der Belegung von 
B;,, ..., B, mit Wahrheitswerten kommt. T sei nun die Aussage 
V (Si: +, Sim 3 915 » + +» Sm). Mit der Negation der Konjunktion von 
S; = S; ist auch die Negation der Konjunktion von S® = $&+1 
aus den Axiomen beweisbar. Die Belegung von S%, ..., S® und 
von SE+1), ..., S%+0 mit Wahrheitswerten ist daher nicht die- 
selbe ; aus den Âquivalenzen T® = T&+2 (k —0, ..., 2m — 1) folgt 
somit die Existenz einer streng monotonen Folge von m-Tupeln 
der Länge 2"+1, was offenbar unmôglich ist. 

Es gilt dagegen nicht der Satz, dass eine « Theorie mit Typen », 
in der keine Âquivalenz S = S* aus den Axiomen widerlegbar ist, 
stets ein Modell besitzt, in welchem für alle Sätze S die Âquivalenz 
S = S* gilt. Zum Beweise betrachten wir die folgende Typen- 
theorie : Einzige Relation ist die Identität ; Axiome sind die beiden 
folgenden Sätze : Es gibt genau 1, 2 oder 3 Elemente von jedem 
Typus ; es gibt nicht gleich viele Elemente vom Typus k und vom 
Typus k + 1. Dieses Axiomensystem besitzt offenbar kein Modell, 
in dem mit jedem Satz S auch der Satz S* gilt. Für jeden einzelnen 
Satz S gibt es dagegen ein Modell, in welchem S = S* gilt. Ein 
Satz S der betrachteten Theorie handelt nämlich nur von endlich 
vielen Typen, zum Beispiel den Typen T,, ..., T,_., und drückt 
gewisse Bedingungen über die Anzahl der Elemente in diesen 
Typen aus. Dem Satz S entspricht daher eine Einteilung der Menge 
der n-Tupel der Zahlen 1, 2, 3 in zwei Klassen. Die Behauptung 
ist bewiesen, falls wir zeigen, dass es zu jeder solchen Klassenein- 
teilng eme’ Folge (a, -:., d,) gibt, so dass a; =£ Gj43, t = 0; ..., 
nl und dass (4, :-., 4, .) und (a, ..., a.) zur selben Klasse 
gehôren. (Auf Grund hievon ist ein Modell der Theorie, in dem 
S = S* gilt, folgendermassen zu definieren : Für i = 0, ..., n ent- 
hält der Typus i genau a; Elemente, für à < 0 ist die Anzahl der 
Elemente gleich dem kleinsten positiven Rest von a, + i modulo 3, 
für i > n gleich dem kleinsten positiven Rest von a, + i modulo 3.) 
Die Existenz einer Folge (a,, ..., a,) mit den gewünschten Eigen- 
schaften ergibt sich folgendermassen : Es sei f; (i — 1, 2, 3) die 
Folge der Länge n +1, deren k-tes Glied der kleinste positive 
Rest von i + k modulo 3 ist, g; die entsprechend definierte Folge 
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der Länge n. Besitzt f, nicht die gewünschte Eigenschaft, so liegen 
4 und g, in verschiedenen Klassen ; besitzt f, nicht die gewünschte 
Eigenschaft, so liegen g, und g, in verschiedenen Klassen ; dann 
liegen aber g, und g, in derselben Klasse und /, ist eine Folge der 
gewünschten Art. 

Die Frage, ob die einfache Typentheorie ein Modell besitze, in 
dem mit jedem Satz S auch der Satz S* gilt, ist offen. Wird dagegen 
zur Typentheorie das Auswahlaxiom hinzugefügt (zum Beispiel in 
der Russelschen multiplikativen Form), so kann nach der Methode 
von [7] jedem Typus eine Restklasse modulo 3 zugeordnet und 
bewiesen werden, dass die Restklassen aufeinanderfolgender Typen 
verschieden sind. Ist S dann der Satz « Die Restklasse des Typus 0 
ist kleiner als die Restklasse des Typus 1 », so ist die Konjunktion 
aus $S = S* und S* = S** zu widerlegen. 

Wir wenden uns nun der Frage zu, ob die einfache Typen- 
theorie ein Modell besitze, welches einen e-Automorphismus 
zulässt, der den Typus T, eineindeutig auf den Typus T,,, ab- 
bildet. (Dabei muss unentschieden bleiben — entsprechend dem 
Verhältnis von dualen Modellen und Modellen mit Korrelation — 
ob die Existenz eines solchen Modelles aus der Existenz eines 
Modelles geschlossen werden kônne, in dem mit jedem Satz S auch 
der Satz S* gilt1.) Wir zeigen, dass ein solches Modell genau dann 
existiert, wenn das System «New Foundations » von Quine [6] 
widerspruchsfrei ist. Das System NF ist — im Gegensatz zum 
obigen System der einfachen Typentheorie — ein einsortiges 
System der Mengenlehre. Es enthält ein Extensionalitätsaxiom 


(1) (tr) [(ts) (ts € D = 43 € Le) —+ ti = %] 
und Komprehensionsaxiome 


(Ex) (&) [re € à = B (x)]; 
der nach den Regeln der Prädikatenlogik aus der e-Relation und 
der Identität gebildete Ausdruck B muss dabei geschichtet sein, 
das heisst die Variablen in B müssen so mit oberen Indices ver- 
sehen werden kônnen, dass B dadurch zu einem Ausdruck der ein- 
fachen Typentheorie wird. 


1 Siehe Zusatz S. 465. 
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Ist NF widerspruchsfrei, so besitzt es ein Modell M. Wir defi- 
nieren ein Modell T der einfachen Typentheorie folgendermassen : 
Tx(k = 0, + 1, ...) ist die Menge der geordneten Paare (a, k) mit 
aeM; es ist (a, k) e (b, k + 1) genau dann, wenn a e b. Man be- 
stätigt leicht, dass T ein Modell der einfachen Typentheorie ist ; die 
Abbildung, welche dem Element (a, k) das Element (a, k + 1) 
zuordnet, ist ein e-Automorphismus, der die Menge T, eineindeutig 
auf die Menge T,+, abbildet. 

Gibt es umgekehrt ein Modell T der einfachen Typentheorie mit 
einem e-Automorphismus f, der T, eineindeutig auf T,+, abbildet, 
so kann ein Modell von NF folgendermassen definiert werden : Die 
Menge der Elemente des Modelles sei T, ; an b (n sei die e-Relation 
des Modelles von NF) genau, wenn ae f (b). Wir verifizieren die 
Gültigkeit des Extensionalitätsaxiomes und eines Komprehensions- 
axiomes. Die Gültigkeit des Komprehensionsaxiomes 


(a?) (23) [(3) (23 n 22 = 28 np 23) —+ a? = a] 
ist äquivalent mit der Gültigkeit von 
(a?) (8) [(a) (a8 e f (2) = 28 € f (x8)) — a = a]. 
Auf Grund der Eineindeutigkeit von f kann «29 = 29 » in dieser 
Formel durch «f (x?) — f(x?) » ersetzt werden und da f eine Abbil- 
dung auf ist, so ist die entstehende Formel ersichtlich äquivalent zu 
(a) (a) [(aÿ) (a e at = 48 e a) —+ at = a], 


was ein Extensionalitätsaxiom der Typentheorie ist. 
Als Beispiel eines Komprehensionsaxioms betrachten wir das 


folgende : 
| (Eat) (23) [as n a? = (Ex) (a n 23]. 


Dies ist nach Definition 
(Ex) (x9) [x € f (xt) = (Ex) (ai € f (x3)] : 


da f die e-Relation erhält, so kann «28 e f (xÿ) » durch «f (x) € 
{(f(a))» ersetzt werden und die entstehende Formelist äquivalent zu 


(Ext) (ai) [ai e af = (Ex) (ai e x), 


welche Formel ein Komprehensionsaxiom der Typentheorie ist. 
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Auch die projektive Geometrie kônnte entsprechend dem Über- 
gang von der Typentheorie zu NF neu begründet werden. Das 
Axiomensystem — aufgebaut auf einem zweistelligen Prädikat I 
— erhält die folgende Form : 

Co I (a, b) gilt genau, wenn I (b, a) gilt (I ist symmetrisch). 

C;, Zu zwei verschiedenen Elementen a und b gibt es genau 
ein Element c, so dass I (a, c) und I (b, c). 

C Es gibt vier Elemente &, &, 43, 4 Von denen keine drei mit 
einem Element b in der Relation I stehen. 

Modelle dieser neuen Geometrie stehen in eineindeutiger Be- 
ziehung zu Modellen von projektiven Ebenen mit einer Polarität. 
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Zusammenfassung 


Das Axiomensystem der ebenen projektiven Geometrie ist dual in dem 
Sinne, dass es bei Vertauschung der Begriffe « Punkt » und « Gerade » in 
sich übergeht. Daraus folgt, dass mit jedem Satz auch der duale Satz aus 
den Axiomen beweisbar ist. Dagegen kann aus der Dualität des Axiomen- 
systems nicht geschlossen werden, dass in einem Modell mit jedem Satz auch 
der duale Satz gilt ; noch weniger folgt, dass ein Modell eine eineindeutige 
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Abbildung zulässt, welche Punkte und Geraden unter Erhaltung der 
Inzidenz vertauscht. Im Falle der projektiven Geometrie sind solche Modelle 
bekannt ; für die einfache Typentheorie (bei welcher an Stelle der Dualität 
die Ambiguität der Typen tritt) wird gezeigt, dass die Existenz solcher 
Modelle äquivalent ist mit der Widerspruchsfreiheit des Systems « New 
Foundations ». 

Zusatz. Der folgende Satz beantwortet die beiden in der Arbeit auf- 
geworfenen Fragen : Eine vollständige Theorie mit einem Automorphismus 
hat ein Modell, welches einen entsprechenden Automorphismus zulässt. 
Insbesondere ist somit NF vwiderspruchsfrei, wenn die einfache Typen- 
theorie mit den zusätzlichen Axiomen S = S* (in der Bezeichnung der 
Arbeit) widerspruchsfrei ist. 


Résumé 


Le système d’axiomes de la géométrie projective plane est dualistique 
dans le sens qu’il se transforme en lui-même si l’on y échange les notions 
« point » et « droite ». Cette dualité entraîne un parallélisme des théorèmes 
et de leurs démonstrations. Par contre, la dualité d’un système d’axiomes 
ne nous permet pas de conclure au parallélisme des énoncés qui soient vrais 
dans un modèle donné du système ; moins encore peut-on insérer l’existence 
d’une transformation biunivoque échangeant points et droites et conser- 
vant la relation d’incidence. Pour la géométrie projective, de tels modèles 
sont bien connus; pour la théorie simple des types, l’existence d’un tel 
modèle est équivalent à la cohérence du système « New Foundations ». 

Remarque. Le théorème suivant résout les deux problèmes proposés 
dans le travail : Toute théorie complète admettant un automorphisme pos- 
sède un modèle admettant un automorphisme correspondant. NF est par 
conséquent cohérent si la théorie simple des types avec les axiomes supplé- 
mentaires S = S* (dans la notation du travail) est cohérente. 


Abstract 


The axiom system of plane projective geometry is dual in the sense 
that it is transformed into itself by exchange of the notions « point » and 
«line.» It follows that for every theorem the dual sentence is also a theo- 
rem. However, from the duality of the axiom system one cannot conclude 
that in a model the truth of a sentence implies that of the dual sentence ; 
even less can one conclude that each model admits a 1-1-transformation 
interchanging points and lines and preserving the incidence relation. For 
projective geometry, models of this kind are well known. For the simple 
theory of types (where duality is replaced by ambiguity of types) it is 
shown that the existence of such models is equivalent to the consistency 
of «New Foundations. » 

Additional remark. The following theorem answers both of the ques- 
tions proposed in the paper : If it is complete, then a theory with an auto- 
morphism has a model with a corresponding automorphism. NF is there- 
fore consistent if simple theory of type with the additional axioms S = S* 
(in the notation of the paper) is consistent. 
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EIGHTY YEARS OF FOUNDATIONAL STUDIES 


by Hao WanG, Oxford 


One who is situated at the bottom of a well can hardly offer a 
satisfactory description of the sky. To compensate my restricted 
range of vision, I intend to indulge occasionally in irresponsible 
speculations. I shall make no futile attempt to be impartial but 
simply neglect those aspects of mathematical logic which do not 
interest me. As I go along, I shall mention more or less standard 
open problems. On many questions, especially on those having 
to do with finitism and intuitionism, I am much influenced by 
conversations with Kreisel. 


1. Analysis, Reduction and Formalization 


The motives and tasks of foundational studies may be said to 
be the justification and clarification of the fundamental principles 
and concepts of mathematics. Number, figure, constructivity, 
proof and inference, set and function, the axiomatic method are 
among these basic concepts. The study of the psychology of 
invention and the root of mathematics in practical applications is 
largely neglected undoubtedly because they are not easily amenable 
to a mathematical treatment. The representation of figures by 
numbers provides an excuse for neglecting a separate study of the 
foundations of geometry. 

Whether one likes it or not, in foundational studies mathema- 
tical logic dominates the scene today. This may be a result 
partly of an accidental combination of historical circumstances, 
partly of the general futility thus far of other approaches, and 
partly of the yet primitive stage of foundational studies. Even if 
one finds (and I do not) the present situation unfortunate and 
wishes for a more flexible handling of foundational questions, there 
is no choice but to face the fact and concentrate on mathematical 
logic if an attempt is made to survey the actual state of the field. 
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As a branch of mathematics, mathematical logic agrees with other 
branches in emphasizing new concepts and new results, and in 
judging their significance according to their degree of novelty, 
their depth, and their beauty. It distinguishes itself by a preoccu- 
pation with the more general and more basic concepts and methods. 

Mathematical research takes a thousand different forms many 
of which are either of no interest to the philosophy of mathematics 
or of interest only in quite a different manner as they are to the 
mathematicians. The introduction of the concept of congruence 
by Gauss or the availability of different proofs of the prime number 
theorem interests the philosopher of mathematics only in that it 
illustrates a general point about the importance of a new concept 
or the efficiency and occasional eliminability of advanced methods 
in dealing with more elementary results. The analysis of mathe- 
matical concepts is more directly of philosophical interest. 

We give a few examples from the history of mathematics 
gradually approaching in generality and centrality the concepts 
studied in mathematical logic. The representation of complex 
numbers by pairs of reals is said to have clarified « the metaphysics 
of i.» «Berkeley’s paradox of the infinitesimals » is resolved by 
Cauchy’s contextual definition of the derivatives, a type of analysis 
which Ayer once considered as the main concern of all philosophy. 
Descartes’ analysis of elementary geometry leads to his analytic 
geometry and a definition of constructibility by ruler and compass. 
A definition of the method of solving equations by radicals is a 
crucial step in proving the unsolvability of quintic equations. 
Klein’s answer to « what is geometry ? » produces stimulus and 
satisfaction. Analyzing common structures leads to abstract 
notions of group, field, etc. Dedekind gets the Peano axioms by 
analyzing the concept of number. 

All these examples are of some interest to philosophers. If to 
analyze were always to philosophize, then much of mathematics 
would be philosophy. Philosophers tend to contrast analysis 
with new discovery, clarification with the increase of knowledge. 
The above examples show that analysis is interesting in mathe- 
matics precisely because they enable us to unify diverse methods, 
to prove impossibility results, to reveal common characteristics. 
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Compared with the idle piecemeal exercises so frequent in contem- 
porary philosophy, how much more satisfying these examples of 
analysis are ! 

There are two essential ingredients of analysis, reduction and 
formalization, which come out conspicuously in mathematical logic. 
One way of simplifying a concept is by reducing more components 
to less or by simplifying each separate aspect. For instance, if 
certain properties follow from others, the former can of course be 
neglected in the definition of the concept. If we think of a concept 
as being characterized by the body of theorems one can prove 
about it, then the same method of reduction is systematically 
applied in the axiomatic method. To separate reduction from 
formalization, let us look at the long history of axiomatizing 
geometry from Euclid to Hilbert. We may say that the reduction 
part was accomplished by Euclid, yet it had taken very long to 
arrive at a thorough formalization that makes all implicit assump- 
tions explicit. If we add the predicate logic to Hilbert’s axioms, 
we get something like a theorem-generating machine so that today 
we possess an objective criterion, in mechanical terms, of a com- 
pletely formal axiomatization. 

The type of reduction involved in defining and deducing in an 
axiomatic system may be said to be local reductions in contrast to 
whole reductions such as complex numbers to reals. While indi- 
vidual examples of local reductions are of more interest to mathe- 
matics than to mathematical philosophy, individual whole reduc- 
tions have often impressed philosophers. With regard to forma- 
lization, we can, using the criterion in mechanical terms, distinguish 
between thorough and partial formalizations. A thorough forma- 
lization of a concept (or a set of concepts) is given when there is 
a thorough axiomatization which contains, besides the concepts 
of the predicate logic, only the concept (or concepts) to be forma- 
lized that gets thereby an «implicit definition.» In a partial for- 
malization, other concepts may occur and we may or may not have 
an axiom system. For example, the usual definition of general 
recursive functions, or a system of number theory with the informal 
concept of an arbitrary set in the induction principle. In all for- 
malizations, either the concept formalized is irreducible, or we 
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just refrain from reducing it in order to single it out for a separate 
study. 

Since in analyzing and formalizing a concept, we aim at bringing 
it into a sharper form, we encounter a rather general question : If 
we begin with a vague intuitive concept, how can we find a sharper 
concept to correspond to it faithfully? First, it is often not 
necessary to be entirely faithful. So long as a hard core is pre- 
served, trimming on the margin is quite permissible. Moreover, 
sometimes we are able to concentrate all the indeterminedness in 
one corner s0 that we no longer have to be concerned with the 
vagueness in every respect. The conceptual gain thus obtained 
can be very useful. As a result, a sharper concept can correspond 
to a messier one : we have not omitted the messiness entirely but 
merely reduced it to a simpler form. The unrestricted existence 
condition of solutions in the definition of recursive functions is a 
good example. 

Once the formalization of a concept is accepted, we usually find 
it easy to be articulate about what we have to say on the concept. 
When we are pressed, we feel better able to defend our answers. 
Formalization enables us to prove things which otherwise we could 
only hint at, e. g., that the derivative of x? is 2x. Rigidity of the 
formalized concept leads to decisions in cases where mere use of the 
intuitive notion was insufficient. For instance, the existence of an 
everywhere continuous but nondifferentiable function can only be 
established after the exact definition of differentiability is intro- 
duced. This sort of thing is at the same time an advance and a 
distortion. To eliminate borderline cases may be useful for certain 
purposes, while to get answers on things which initially required 
no answer is hardly desirable in general. 

Whole reductions often run up against the grain of truth in the 
slogan : « Everything is what it is and not another thing.» On 
the one hand, when a reduction is successful, that is the end of 
the matter and we need no longer worry about the eliminated 
concept. That is why, for example, mathematical logic is little 
concerned with fractions and complex numbers. On the other 
hand, when a reduction gives the impression of being of profound 
philosophical interest, there is reason to suspect of some trickery. 
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For example, Dedekind and Frege speak of reducing mathema- 
tics to logic, and great philosophical significance has been attri- 
buted to this achievement. While their definition of number in 
terms of set is mathematically interesting in that it relates two 
different mathematical disciplines, it is not so powerful as to provide 
a foundation for mathematics. Instead of «reduction» which 
suggests a direction from the more complex to the simpler, the 
more neutral word « translation » would describe the state of affairs 
less misleadingly. For example, the theories of finite sets and 
natural numbers are translatable into each other, and this suggests 
a common structure underlying both theories which is even more 
basic than the common characteristics of finite and infinite sets, so 
that the distinction between finite and infinite sets is more basic 
than that between integers and finite sets. The talk of logical 
foundations is misleading at least on two accounts: it gives the 
impression that number theory and set theory do not provide their 
own foundations but we must look for foundations elsewhere, viz., 
in logic ; it implies that the grand structure of mathematics would 
collapse unless we quickly replace the sand underneath by a solid 
foundation. Neither thought corresponds to the actual situation. 
Indeed, if we adopt the linear mode of thinking to proceed from 
the logical foundation to the mathematical superstructure, there is 
surely something glaringly circular in the mathematical treatment 
of mathematics itself which makes up mathematical logic. As 
Bernays remarks, syntax is but a branch of number theory and 
semantics one of set theory. 

The basic circularity suggests that formalization rather than 
reduction is the more appropriate method, since we are, in founda- 
tional studies, primarily interested in irreducible concepts. How- 
ever impressive the achievements of isolated examples may be in 
ordinary mathematics, formalization has finally found its home 
only in mathematical logic for the last eighty years or so. 

But the desire to reduce and to justify is hard to resist. When 
the excessive optimism of a direct reduction to logic led to despair, 
Hilbert initiated a new programme of roundabout whole reduction 
by way of consistency proofs. This grand dream of Hilbert’s has 
been instrumental to the appearance of much interesting work on 
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foundations, although it is hard to claim that the things we get 
today are the things which Hilbert was after. For one thing, the 
consistency proofs prove more than consistency, and indeed it 
seems that the stronger results are what make these works so 
interesting, consistency being more or less a side corollary. For 
another thing, Hilbert was interested in the justification of less 
reliable or evident methods by more reliable or evident ones, and 
it is not clear that Hilbert had a sufficiently clear and broad 
concept of evidence and reliability or that the methods of proof 
actually employed in recent times would be acceptable to him. 
Recently Kreisel has introduced, as a variant to Hilbert’s theory, 
a problem of interpreting transfinite symbols (quantifiers and 
the like) in proofs, which is intended to bring out the more crucial 
features of the interesting consistency proofs. Related questions 
have been investigated by Kleene, Stenius, Hinttikka. In contrast 
to whole reductions, these questions of interpretation might be called 
uniform local reductions. The simplest example is Herbrand’sinter- 
pretation of the predicate calculus by the propositional calculus. 
In some of his arguments with intuitionists, Hilbert defends the 
importance of finitist consistency proofs by saying that such a 
proof for a system enables us to get, from a proof in the system for 
a conclusion not containing transfinite symbols, a proof of the 
same conclusion by finitist methods. So the programme of inter- 
pretation may be said to be a naturel outgrowth of Hilbert’s point 
of view. On the other hand, this modified and generalized pro- 
gramme may also be viewed as a fairly direct generalization of the 
concept of translation so that one might claim this as an immediate 
descendant of the older reductionist programme : since translations 
preserve structure, they cannot be very informative when we try 
to clarify some structure by a more preferred one; so let us try 
some weaker connection which does not preserve structure. 
Naturally the question of preference does not admit an entirely 
objective answer. But there is a basic bifurcation of constructive 
versus nonconstructive methods which may roughly be correlated 
with the contrast of potential infinity and actual infinity. There 
_are different shades of constructive and nonconstructive methods. 
According to Bernays, there are five shades in all. If we replace 
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his «finitism in the narrower sense » by an even narrower region of 
«anthropologism » which deals with the concept of « feasibility, » 
we obtain the following five domains : (1) anthropologism, (2) fini- 
tism (in the broader sense), (3) intuitionism, (4) predicative set 
theory or the theory of natural numbers as being («predicativism»), 
(5) classical set theory or the theory of arbitrary sets (platonism). 
The first three shades may be said to deal with a mathematics of 
doing and the last two with a mathematics of being. While each 
heading calls to mind some vague area of concepts and methods, and 
they are listed in an order of decreasing constructivity, no one of 
the regions has been characterized sufficiently sharply to satisfy the 
majority of people working on foundations. Nor is it clear how 
these regions are tied together. Curiously enough, the characte- 
rizations we have today are such that the less constructive a domain 
is, the more satisfactory is our characterization of it. The pre- 
valent mood nowadays is not to choose a life mate from among the 
five « schools » but to treat them as useful reports about a same 
grand structure which can help us to construct a whole picture 
that would be more adequate than each taken alone. While philo- 
sophers may find this armistice less exciting than schools fighting to 
kill one another, it is undoubtedly conducive to a more successful 
approach to the original aim of understanding mathematics. 
One quite naturally wishes to say that constructive methods 
are more evident and more reliable, and indeed much work is 
directed to the systematic extraction of the constructive content 
of nonconstructive methods. But it is not clear that the cons- 
tructive concepts are always clearer, and constructive methods are 
certainly not usually simpler. Relative to our present knowledge, 
we understand the concept of «arbitrary » sets better than the 
concept of constructive proofs. A good deal of work is also devoted 
to explaining constructive concepts in terms of nonconstructive ones. 
For those who prefer sharp definiteness, an axiomatic treatment 
of the five concepts : feasibility, constructivity, proof, number, and 
set may be said to form the hard core of foundational studies. 
But then we must pay attention to the various ramifications which 
at times may be more important than the hard core. There are 
the partial formalizations such as the formalization of the concept 
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of effective procedures by general recursive functions. Moreover, 
in each case, we come quickly against the limitations upon forma- 
lization, and the axiomatic method itself becomes an object of 
study. Formal systems are very useful tools, but we not only use 
our tools but also develop and examine them constantly, not just 
as a means but almost as our chief end, calling to mind the desire 
of a critique of pure reason. In short, it seems fair to say that 
today’s main concern in foundational studies is to clarify the five 
domains listed above by formalizing the irreducible concepts and 
tying them up by uniform local reductions. This shift in empha- 
sis from justification to clarification has its parallel in philosophy 
where the chief interest moves from « how we know » to « what we 
mean. » 
2. Anthropologism 

In mathematics, we constantly use the word « can » to refer to 
theoretical possibilities. If we are concerned with mathematics 
as a human activity, practical possibilities become more inter- 
esting. In Sur le platonisme (1935), Bernays suggests study- 
ing such a use of « can » but says explicitly that he is not recom- 
mending that we do arithmetic with a restriction to «feasible » 
(« effectable ») processes (pp. 61-62). Bernays mentions the fact 
that we pass without hesitation from k and j to ki although nobody 
has given or can give the decimal expansion of, say, 670577), 
Yet intuitionists (and finitists, for that matter) do not question 
the meaningfulness and truth of the assertion that such an expan- 
sion exists. One may ask whether we have in this case truly 
intuitive evidence. « Isn’t it rather the general method of analogy 
that is applied here, consisting in the extension to inaccessible 
numbers the relations which can be verified concretely for the 
accessible numbers? Indeed, the reason for applying this analogy 
is all the more strong since there is no precise limit between the 
numbers which are accessible and the ones which are not. One 
could introduce the notion of ‘feasible’ processes and restrict 
implicitly the range of significance of recursive definitions to 
feasible operations. To avoid contradictions, it would only be 
necessary to abstain from applying the law of excluded middle to 
the notion ‘feasible’.» In his Remarks on the foundations of 
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mathematics (1956), Wittgenstein makes many cryptic observations 
(e. g., lines 23-25, p. 65 ; lines 16-22, p. 84; lines 5-9, p. 156) which 
become understandable if we keep in mind his preoccupation with 
the conception of mathematics as feasible activity. Kreiïsel, in his 
review of Wittgenstein’s book, calls this point of view «strict 
finitism.» The word «anthropologism » is a bit more colorful. 

It is on this basis that we can distinguish a finitist proof from 
one which can actually be carried out and be kept in mind (what 
Wittgenstein calls « surveyable » or « perspicuous »). For example, 
from this point of view, a definition, even an explicit one, is not 
a «mere » abbreviation as it enables us to see a new aspect, to see 
an old expression as something different, to grasp as a matter of 
fact a wider range of expressions. The « reduction » of numerical 
arithmetic to the predicate logic with identity or that of the 
decimal notation to the stroke notation entails, from this point of 
view, a great loss which consists in a considerable decrease of the 
range of numbers which we can actually handle. 

Mathematical induction codifies the analogy between accessible 
and inaccessible numbers. While the justification of the principle 
lies beyond what is concretely presentable, we are able, once we 
accept it, to bring a great deal of new things into the range of the 
surveyable. While we cannot survey the corresponding stroke 
numeral of every decimal numeral, we convince ourselves by 
induction that there exists a unique decimal or stroke notation for 
each positive integer. So also we get an indirect survey of all 
possible proofs of a system by an inductive consistency proof. 

As an actual calculating machine can only handle a restricted 
amount of data, we have to twist and turn the notations and tech- 
niques in order to increase the range of manageable calculations. 
If one views foundational studies as primarily concerned with the 
determination of the range of mathematics which we actually can 
do, then mathematical logic as is practised today could play at 
most a minor role and its dominance would be giving us a wrong 
impression of the problems of foundations. For example, if we had 
only the stroke notation, we could not manipulate with numbers 
much larger than 10, the decimal notation extends the range, and 
exponentiation extends it further still; in the use of calculating 
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machines, what notation we use to represent numbers is an impor- 
tant problem. New definitions and new theorems interest the 
working mathematicians even though mathematical logic may 
claim that they were all implicitly contained in the logical system 
to begin with. Anthropologism draws our attention to this dis- 
tinction which is neglected by mathematical logic. 

From this approach, besides number, set, proof, notation also 
becomes officially an object of study. To describe a system, we 
have to include not only the basic rules but also the definitions and 
proofs since how much we can actually do with the system depends 
a great deal on what definitions and proofs are at our disposal. 
So also a proposition receives its meaning from a proof or a refu- 
tation of it because only afterwards can we place it at the right 
place in our understanding. Every proof changes our actual 
concept somewhat and may be said to give us a new concept. Or 
again, if we reflect on the human elements involved, it is doubtful 
that a contradiction can lead to a bridge collapsing. 

The comparison with machines must not give us a wrong 
impression. People actually engaged in the use and construction 
of calculating machines find the current automata studies not 
quite what they want, and there is demand to study, e. g., what 
the lenght of a calculation is, or how to develop something about 
machine operations that is similar to information theory in paying 
attention to quantitative details. However, these problems or 
even the problems about an actual machine whose internal struc- 
tures and tendency to make mistakes are not clear to us, are dif- 
ferent from those for anthropologism. To deal with such machines, 
one might think of the application of statistics in gas dynamics, 
and, like von Neumann, talk about « probabilistic logics, » but we 
would still get something similar to mathematical logic in so far as 
they all deal with something like the truth functions and their 
distributions. Anthropologism looks for a logic not of the static 
but of the developing, the becoming. Thus, since it is far beyond 
our present knowledge and understanding to treat fruitfully man 
as a machine, anthropologism suggests a behaviouristic or pheno- 
menological, rather than a physiological, treatment of mathema- 
tical thinking. This seems to suggest a vague area of research 
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quite different from mathematical logic, although there is no justi- 
fication in believing that the different lines of research cannot 
enjoy coexistence. 

The intuitionistic logic might turn out to be applicable to 
anthropologism. But if one wishes to hold consistently to the 
position of anthropologism, he cannot accept the usual formulation 
of the intuitionistic calculus which allows for arbitrarily long for- 
mulæ and arbitrarily long proofs. 

3. Finitism 

According to Hilbert, finitist methods make up the combina- 
torial hard-core of mathematical proofs so that only the finitist 
part has a real mathematical content, everything else is merely 
«ideal » hypostatizations comparable to lines and points at infinity 
in projective geometry. Thus far we do not seem to have suc- 
ceeded in establishing this thesis, set theory being a notable 
exception. Sometimes Bernays and Hilbert (also Frege in his later 
years) have also spoken of our basic geometrical intuition of the 
continuum. The diagonal argument or Dedekind’s cut theorem 
appears to have a real content although we can hardly claim that 
we have a reduction of it to combinatorial terms. Relative to our 
present knowledge anyhow and perhaps also in the future, we 
seem to need independently what Bernays calls « quasi-combinato- 
rial » notions in the sense of an analogy of the infinite collections 
to the finite collections. 

In the first volume of the Grundlagen (1934), Bernays gives a 
characterization of the finitist method. «The distinctive trait of 
this methodological point of view is that reflections are set up in 
the form of Gedankenexperimenten with objects which are taken as 
lying concretely before us. In number theory, numbers are treated, 
which are thought as lying before us, in algebra letter-expressions 
with given numerical coefficients, all lain before us» (p. 20). 
« What we need to take as essential is merely that we have in the 
numeral 1, as well as in the appending of another 1, an intuitive 
object, which may always be recognized again in an unambiguous 
manner, and that with each numeral we can always survey (über- 
blicken) the discrete parts out of which it is constructed » (p. 21). 
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From the context it is clear that « can » refers to theoretical possi- 
bilities and finitism as thus specified is an idealization. This 
general characterization on the epistemological level leaves room 
for different interpretations. Thus, for example, Gentzen’s consis- 
tency proof of number theory falls outside the domain of methods 
actually enumerated by Bernays in this context. At the same 
time, Gentzen’s proof suggests extensions of the domain which may 
be said to conform to Bernays’ intentions. Indeed, in the second 
volume of the Grundlagen (1939), Bernays speaks of Gentzen’s 
proof as opening a new chapter of proof theory (p. 374). Hence, 
we may perhaps say that the domain delimited in the first volume 
is finitism in the narrower sense, while the domain envisaged in the 
second volume is finitism (in the broader sense). But no sufficient 
clue is given to enable one to supply an upper limit to the finitist 
methods. 

Skolem and Kreisel have emphasized free variable (quantifier- 
free) methods which may conveniently be used to characterize the 
domain of finitism. For example, the consistency proofs of 
Gentzen and Ackermann have suggested the following formal 
system F: propositional calculus, primitive recursive functions, 
ordinal recursive functions of Ackermann, Peano’s axioms, quan- 
tifier-free transfinite induction up to & with ordinals in some 
standard notation, free function variables, free predicate letters. 
(Although there are only axioms about natural numbers, the range 
of values of individual variables is left open in the sense that other 
objects may be taken as falling within the range.) Possibly one 
may wish to add also primitive recursive functionals of finite types. 
One might be tempted to stipulate that all and only proofs per- 
formable in F are finitist, but that would deprive finitism of much 
of its philosophical significance. Or one might on vague grounds 
suspect that there can be no formal system which includes all 
finitist methods, but that would require an exact argument. To 
introduce a more exact characterization of finitist methods and, 
using it, to settle whether some such system as F embodies all the 
finitist methods, seems a question of much interest. A positive 
solution would dissolve a good deal of the uneasy feeling that the 
notion of finitist methods is too vague. 
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Today it is generally accepted that intuitionist methods are 
broader than finitist methods. For example, Kronecker envisaged 
only the finitist methods, while intuitionism adds additional logical 
methods. In applications, the two types of methods yield practi- 
cally the same results since the difference does not appear except 
in artificially complex cases. That is why von Neumann, for 
example, regards them as the same. Bernays stresses the view 
that intuitionism should be regarded as an extension of finitism. 
While finitism deals only with decidable (quantifier-free) propo- 
sitions, intuitionism permits also logical manipulations with unde- 
cided propositions with quantifiers. An intuitionist may use such 
undecided propositions or even implications between them as pre- 
mises of implications. In this way, he makes statements which 
involve a hypothetical statement of the premise, using thereby the 
totality of all proofs or all constructions which is not concretely 
specified. That is why finitism requires no special predicate logic 
(the usual propositional calculus being applicable) while intui- 
tionism has a special logic in which the logical connectives get 
special interpretations in terms of absurdity, construction on a 
hypothetically given construction, proof from a hypothetically 
given proof, etc. 

Intuitionists, in their discussions, often bring in the actual state 
of mathematics at a given time, a feature which distinguishes 
anthropologism from finitism. But in this respect, the intuitionists 
are primarily concerned with quantified propositions which have 
been neither proved nor refuted and which cannot be decided by 
a general method. For example, Mersenne asserted in 1644 that 
257-1 is a prime and this was refuted only in recent years. Yet 
even before the refutation, neither the finitists nor the intuitionists 
would hesitate to assert that either 2257-1 is a prime or not. On 
the other hand, «either there are infinitely many twin primes or 
not » is not true for the intuitionists because neither of the two 
disjunctants has been proved. In general, if (x) (Ey) (z) R(x, y, 2) 
means that there is an effective f, (x) (2) R (x, f(x), z), and —(x) 
(Ey) (2) R (x, y, z) means that there exists no function f whatsoever 
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(&) (2) R (x, f(x), 2), then « (x) (Ey) (2) R (x, y, 2) or not » is simply 
not true for a suitable R such that there exists only a noneffective 
function f, (x) (2) R (x, f(x), z). There are several such examples 
in the literature. 

Kleene and Güdel have given interpretations of Heyting’s 
arithmetic which bring out the constructive character of the sys- 
tem. It is often said that while classical arithmetic deals with 
truth, intuitionist arithmetic deals with provability. In view of 
the emphasis on the actual states of mathematics, it may also be 
possible to interpret the intuitionistic calculi by using «has been 
proved » instead of «is provable, » but the preceding paragraph 
shows that special precaution has to be taken to stretch the concept 
« has been proved » to imagine that every proposition which is true 
and decidable by a general method has been proved. 

It is said that Heyting obtained his logical calculus by com- 
piling a long list of principles true of the notion of constructive 
proofs, and then striking out redundant ones. The interpretations 
of Heyting’s arithmetic by Kleene and Gôüdel suggest a different 
way of viewing the intuitionistic logic : This logic, while retaining 
the convenient apparatus of quantifiers, differs from classical logic 
in that it preserves the possibility of interpreting in free variable 
effective terms all conclusions obtained in number theory, including 
those which contain number quantifiers. In Kleene’s interpreta- 
tion, this is true only when the conclusion is in the prenex form, 
while in Gôüdel’s interpretation, this is always true. If we wish, we 
may say that the intuitionist predicate calculus is but one answer 
to the problem of so restricting operations with propositional con- 
nectives and quantifiers that at least in the domain of number 
theory, the use of quantifiers does not, in the final result, lead 
beyond the region directly acceptable to those who are willing to 
admit all recursive functions. 

If we compare the present state of intuitionism with the state 
of set theory at the time when Cantor was active, we may feel 
that some day formal systems for intuitionism (on the basis of 
Brouwer’s concepts of construction, constructive proof, and free 
choice sequence) will be found which are as adequate (neither more 
nor less) to intuitionism as current formal systems of set theory 
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(on the basis of Cantor’s concept of set) are to set theory. So far 
as number theory is concerned, Heyting’s arithmetic is as adequate 
a formalization of intuitionistic number theory as the system Z of 
Hilbert-Bernays is one of classical number theory. While Z cannot 
claim to be a complete formalization in view of the Güdel incom- 
pleteness, yet serves as a reasonable basis for many considerations, 
it seems acceptable to regard Heyting’s arithmetic in the same 
spirit. Heyting’s formalization beyond this region is not as satis- 
factory. Thus Heyting’s axioms for functions of natural numbers 
are satisfied either if we let the variables range over only the abso- 
lutely free choice sequences or if we let them range over the union 
of these and the well-defined functions. Recently, Kreisel adds 
more axioms so that the result is satisfied only if we take just the 
absolutely free choice sequences, Kleene adds different axioms so 
that the result is satisfied only if we take the union of these and 
the well-defined functions. More axioms are needed for the species. 
Heyting’s discussion suggests that something like the ramified type 
theory (for finite types only) can be used for dealing with species. 


6. Predicativism : standard results on number as being 


If we take the Dedekind-Peano axioms for arithmetic and add 
all primitive recursive definitions or, equivalently, by a result of 
Gôüdel, just those for addition and multiplication, we obtain, by 
using the intended meaning of the notion of arbitrary sets which 
occur in the formulation of the induction principle, a categorical 
characterization of the domain of number theory. Skolem proves, 
however, that if we wish to avoid this appeal to arbitrary sets and 
replace the general principle of induction by a finite or enumerable 
number of special cases, we no longer have a categorical system. 
The standard formal system obtained in this manner is the sys- 
tem Z of Hilbert-Bernays mentioned before in which induction is 
permissible over all and only the formulæ in the system itself 
(i. e. the sets definable in the system itself). Skolem actually 
constructs a model for Z in which there are, besides the natural 
numbers, also certain «unnatural » numbers. This result is, in a 
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somewhat weak sense, equivalent to Güdel’s theorem (partially 
anticipated by Finsler) that there exist propositions in Z which are 
neither provable nor refutable. Thus, by Güdel’s theorem, there 
must be a proposition which is true but not provable. If we add 
the negation of the proposition to Z, we must have again a consis- 
tent system which, by an extension of the completeness theorem 
of the predicate calculus, has a model that must contain certain 
unnatural numbers, since the added proposition would be false if 
we had only the natural numbers. Conversely, we can extend 
RyII-Nadzewski’s argument for showing that Z has no finite axio- 
matization and derive from Skolem’s result the existence of unde- 
cidable propositions in Z. Thus, if we replace quantifiers by 
functions as Skolem does and obtain a sequence f,(n), f(n), of 
functions for all axioms of Z, we can, by using Güdel numbering, 
find a predicate (Ej) B (j, f (m, n, k)) which says that j is a proof 
in Z of the formula f,(n)—k for any numerals m, n, k. Then 
Îm N) = w (Eÿ) B (j, f (m, n, k)) is true for any given m and n but 
is not always provable with variable n because otherwise we could 
follow out RylI-Nadzewski’s construction and obtain a case of the 
induction principle expressed in Z but not provable in Z. 

There is work to find explicit, nonstandard models for partial 
systems of Z. Attempts, so far unsuccessful, have also been made 
to find nonstandard models for Z with a view to proving the unde- 
cidability (and therewith truth because most of them can be put 
in quantifier-free form) of certain standard conjectures in number 
theory. As we know, if we replace the induction principle in Z by 
the noneffective «rule of infinite induction », we get a complete 
theory. Rosser proves that for systems dealing with infinite sets 


._ also, even the rule of infinite induction fails to make them com- 


plete. The results of Güdel and Skolem give one the feeling that Z 
is not more natural than many extensions and partial systems of 
it except that the induction principle in Z coincides with what is 
required by a set of more or less natural formation rules. A suc- 
cessful determination of the range of finitist methods may perhaps 
yield a better argument for preferring Z. 

The extensive use of primitive recursive functions by Skolem 
and Gôdel, together with Ackermann’s example of a recursive 


18 


482 H. WANG 


function which is not primitive recursive, led Herbrand and Güdel 
to two generalizations of the primitive recursive functions. Güdel’'s 
definition gives the general recursive functions which Church and 
Turing are able to identify with the intuitive notion of eftectively 
calculable functions with quite convincing arguments. Church 
and Turing, using this identification, show that systems like Z are 
not effectively decidable and that the decision problem for the 
predicate calculus is not effectively solvable. The Herbrand recur- 
sive functions form a much broader class which can profitably be 
identified with «effectively definable » functions. On the basis of 
general recursive functions and quantifiers, Kleene and Mostowski 
have introduced the arithmetical hierarchy of predicates. Among 
the arithmetic sets, the recursively enumerable ones have received 
a good deal of special attention. Different forms of a theory of 
computable real numbers have been studied by Goodstein, Specker, 
Grzegorczyk, and others. 

There are many other questions about the matter of classifi- 
cation and hierarchies. For example, Grzegorczyk gives an elegant 
classification of the primitive recursive functions, but we do not 
possess any satisfactory classification of the whole set of general 
recursive functions. Preliminary steps have been taken toward 
a classification of formal systems by notions such as relative consis- 
tency, but nothing comparable with the details in the classification 
of number-theoretic predicates has been achieved. In another 
line, Davies, Kleene, Kreisel, Myhill, Shepherdson have obtained 
interesting results on constructive functionals and their classifi- 
cation. 

Church and Kleene have introduced a class of recursive ordinals 
which is useful in the study of hierarchies. Related work has been 
done on recursive well-orderings by Turing, Markwald, and Spector. 
Turing, in particular, has studied ordinal logics as an attempt to 
classify systems and theorems by ordinals. 

Using recursive ordinals, Davies, Mostowski, Kleene have 
introduced the hyperarithmetic hierarchy. Addison, Kuznecov, 
Grzegorczyk-Mostowski-Ryll-Nadzewski have proved that the 
hyperarithmetic predicates coincide with those representable by 
Herbrand recursive functions. 
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6. Predicativism: predicative analysis and beyond 


Traditionally two types of question are both regarded as having 
to do with the continuum. The first type includes Zeno’s para- 
doxes and the notion of infinitesimals. In Chuangtse (At Century 
B. C.) one has, « If a rod one foot long is cut short every day by 
half of its length, it will have something left even after ten thous- 
and generations.» These problems do not concern the continuum 
only but would arise even if we are only concerned with fractions. 
Today we usually regard them as essentially solved and people 
working on foundations pay little attention to them. The second 
type of question is concerned almost exclusively with the con- 
tinuum, and includes that of defining continuity and clarifying the 
concept of nonenumerable sets. 

We get a pretty standard formalization of this area of mathe- 
matics if we use the second-order simple type theory or, alterna- 
tively, add to it also a predicative third type. The question of 
finding an informative consistency proof for such a system, first 
posed by Hilbert in 1900, remains open today. 

The ideas of predicativism are less novel than those of intui- 
tionism. Weyl first tried to develop analysis along the line of 
predicativism but was not able to remove the difficulty that the 
least upper bound of a set of real numbers of order n is no longer 
of the same order. Formerly this difficulty had been removed by 
the highly impredicative axiom of reducibility. In his consistency 
proof for the ramified type theory, Fitch suggests that perhaps we 
can recover some of the power of the axiom of reducibility by 
using infinite orders. Lorenzen makes the remark that if, for 
example, we take the union of real numbers of all finite orders, then 
every real number in the union is of some finite order n, and every 
real number of the next order is again in the union. In this way, 
one is able to get classical analysis, with more or less the standard 
proofs, on a predicative basis with transfinite orders. It seems 
most natural to reformulate Lorenzen’s approach in terms of a 
transfinite ramified theory of types. The result is similar to 
Güdel’s model for set theory but, of course, we are no longer entitled 
to use large ordinals which presuppose impredicative totalities. 
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There are different possible places for stopping, e.g. « or €. 
But in order to get a closure property, we seem to wish to stop at 
a place where indices are used only when they are already available 
in earlier systems and all ordinals definable in the final theory are 
used as indices. A result by Spector shows that if we use all and 
only the recursive ordinals, then every relation in the resulting 
theory which happens to be a well-ordering again has a recursive 
ordinal as its order type. Hence, there seems to be good reason 
for using Z,,, where «, is the least upper bound of the recursive 
ordinals. If, however, we require that the ordinals for indices 
must be definable in the earlier systems in a yet to be determined 
stronger sense, we would presumably stop at some smaller ordinal. 
On the other hand, arguments can also be given for wishing to 
go beyond Z,,,. These arguments can be better understood in 
connection with a result by Kleene. 

Using certain concepts of Brouwer, Kleene proves that the 
predicate of being a notation of a recursive ordinal is a complete 
predicate of the form (a) (Ex) R (a, à (x)), thereby taking us into 
the hierarchy of analytic predicates ordinarily treated in the 
second-order simple type theory. This seems surprising in so far 
as that the predicate is introduced by an inductive definition and 
yet all impredicative definitions of the form (a) (Ex) R (a, à (x)), 
R recursive, becomes reducible to it. 

It is true that in order to reduce the inductive definition into 
an explicit one, we get an impredicative definition. But it is 
thought that the impredicative definitions needed in converting 
inductive definitions (to take care of the extremal condition) form 
only a well-understood small subset of all possible impredicative 
definitions. Kleene’s result leads one to ask whether one might 
not get complete predicates for more complex forms of analytic 
predicates by considering larger sets of inductively defined ordinal 
notations. In their first publication on recursive ordinals, Church 
and Kleene did introduce a broader set but recently it has been 
proved that the set is again defined by a predicate of the form 
(a) (Ex) R (a, a (x)). On the other hand, if we modify their defi- 
nition by requiring relative recursiveness rather than recursiveness 
in the extension of one « number class » to the next, it seems only 
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possible to define the set by a predicate of the form (a) (EB) (x) 
R (a, a(x),B (x)). It has, however, not been proved that this is 
a complete predicate of the form. The whole question of getting 
informative complete predicates of more complex forms of the 
analytic hierarchy seems to remain wide open. Indeed, the very 
notions of an «inductive » definition and an «inductive » ordinal 
seem to stand badly in need of a fairly sharp definition. 

It seems not unreasonable to regard sets definable by inductive 
definitions as predicative. With regard to these sets it is true 
not only that we do not have to go beyond the enumerable, but 
that, unlike with the impredicative set theory, we always have a 
unique minimal model which is in fact the intended model. If we 
accept this argument, then the problem of characterizing the notion 
of inductive definitions is intricately connected with the question 
of determining the range of predicativism which would certainly 
go much beyond 2°... 

Incidentally, in the usual ramified type theory, there is a dis- 
tinction between (finite) levels and orders. If, e.g., we consider 
only sets of natural numbers and not sets of sets, etc., we still have 
sets of higher orders though not sets of higher levels. One might 
think that by using also higher level sets, we obtain more sets of 
natural numbers. It turns out, however, we get exactly the same 
sets of natural numbers because quantification over higher level 
sets can be replaced by quantification of higher order sets of natural 
numbers. This consideration can be used to show that the sets 
of natural numbers definable in Z,, coincide with the hyper- 
arithmetic sets. Spector, and more recently Gandy, have proved 
a number of results about Z,. It seems not hard to extend 
known consistency proofs of the ramified type theory (with finite 
types only) to Z,,. A more difficult problem would be to extend 
Ackermann’s proof for Z or Güdel’s proof for Z by means of his 
translation of Z into intuitionist number theory and his interpre- 
tation of the latter. 

If one is interested in giving a satisfactory formulation of pre- 
dicative set theory, it seems that we can use also variables ranging 
over all sets in the theory, as well as variables ranging over absolu- 
tely free choice sequences or even arbitrary sets in the manner of 
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the intuitionists. If we wish to «reconstruct » classical mathe- 
matics on such a basis, then those portions which do not necessarily 
concern impredicativity can be obtained, as by Lorenzen, those 
portions where the impredicative and the nonenumerable are 
intrinsic have to be abolished. There may also be a middle portion 
where more work is needed to determine whether we have a satis- 
factory predicative version, Kreisel’s example being the Cantor- 
Bendixson theorem. 


7. Platonism 


In the theory of arbitrary sets, three notions are involved, 
besides the notion of infinity already present with integers: 
(1) impredicative definitions and nonenumerable sets ; (2) the for- 
mation of new totalities of sets and subsets of these totalities ; 
(3) the totality of all sets. According to Cantor, «by a ‘set’ we 
shall understand any collection into a whole M of definite, distinct 
objects m (which will be called the ‘elements’ of M) of our intui- 
tion or of our thought » (1895). Cantor was not disturbed by the 
paradoxes because he felt that these arise only on account of a 
failure to pay attention to the « genetic » element in the process of 
forming new sets. According to him, the totality of all mathe- 
matical objects is no more a mathematical object. He distin- 
guishes between consistent and inconsistent collections, the latter 
are too large to be sets and can only be treated each as a Many 
and not as a One, contradictions arising otherwise. If one gets 
paradoxes by talking about the totality of all sets which is not 
and cannot be a closed whole, he has only himself to blame. 

Zermelo, and very recently Ackermann, have proposed formal 
systems which are intended to be formalizations of Cantor’s original 
concept of set with its emphasis on the «limitation of size. » 
Zermelo’s formulation has been developed further by Fraenkel, 
Skolem, von Neumann, and received a definitive treatment in the 
hands of Bernays. This, with some modifications, is concisely 
described in Güdel’s famous monograph and widely accepted by 
working mathematicians. The consistency and interpretation 
questions of Ackermann’s system have not been much discussed. 
For example, any property not containing the set concept M itself 
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can be proved to be different from M in extension so that it is 
impossible to add consistently anything similar to Güdel’s V= L. 
There is no proof of its consistency relative to, say, the system in 
Güdel’s book. Ackermann gives a proof that the latter system is 
contained in his, but it seems desirable to modify his proof to make 
use of Skolem’s more satisfactory notion of « definite properties » 
rather than Fraenkel’s in terms of «functions.» It also seems 
interesting to ask whether one could choose some reasonable mini- 
mal conditions for a standard model and decide the question whe- 
ther it has a standard model. 

Originally, Zermelo leaves the notion of « definite properties » 
indefinite and nowadays one usually accepts Skolem’s specifica- : 
tion of the notion. Of course, if we are looking for a formal 
system, we would have to adopt some such explicit explanation. 
But broader notions do not violate the original intention, which 
literally invites arbitrary « definite properties. » If, therefore, one 
is to relax the requirement on formalization to get a more faithful 
representation of the platonist notion of set, this is a natural place 
to introduce such relaxations. For example, one could say 
that given any set and any definite property, however it is to be 
expressed, there is a subset of the given set which consists of all 
things which have the given property. 

In the paradoxes, both impredicative definitions and the totality 
of all sets are involved. Since Cantor’s concept retains impredi- 
cative definitions but excludes a universal set, one may ask whether 
we cannot retain a universal set but exclude impredicative defini- 
tions. This is impossible because we cannot avoid the impredica- 
tive question whether the universal set belongs to itself. Attempts 
to avoid impredicative definitions have led to various forms of the 
predicative set theory (ramified type theory) which amount to a 
virtual abolition of the platonism intrinsic to the notion of an 
arbitrary set. One gets then one form or another of set theory 
which is a « no class theory, » sometimes given the name of «con- 
ceptualism. » 

Russell developed such a theory but found he could not get 
what he wanted. So he introduced impredicative definitions 
under the disguise of an « axiom of reducibility.» The net effect 
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is what nowadays we call the simple theory of types. While, as 
a formalization of set theory, this is not as satisfactory as the line 
initiated by Zermelo, it remains a useful tool in the study of the 
detailed structure of sets (hierarchies and classifications). The 
strength of this system is essentially the same as Zermelo’s original 
set theory with Skolem’s notion of « definite properties.» But, 
as Kemeny proves, the latter does contain more sets (and, in parti- 
cular, more sets of integers). If, however, we weaken slightly the 
Aussonderungsaxiom in a natural manner, we do get a system 
with the same sets : instead of any predicate F (a), use only those 
predicates in which every quantifier is bound by a free variable, 
e.g., (x) (x e b —+ G (x)), (Ey) (y e c & H (y)), etc., where b, c are 
free in F (a). 

Frege’s inconsistent system already contained a type theory 
with respect to predicates but none with respect to sets. Indeed, 
it seems almost a linguistic necessity to introduce types in regard 
to predicates. 

By studying the simple type theory purely formally and dis- 
regarding the « metaphysics » behind it, Quine was led to a puzzling 
formal system which retains both a universal set and impredicative 
definitions but imposes certain «zigzag » conditions («stratifica- 
tion ») on admissible definitions of sets. An elegant variant (and 
extension) of the system is included in his book Mathematical logic 
(1951 edition) which is widely familiar among philosophers. We 
know that the latter is consistent if the former is. There are 
peculiar features about these two systems; with regard to the 
former system, it has been proved that, in a definite sense, it 
possesses no standard models, and that the axiom of choice in its 
usual form is refutable in it. So far nobody has succeeded in 
getting a good intuitive understanding of these systems : we have 
neither a proof that they are inconsistent nor a proof that they 
are consistent relative to, say, the system in Güdel’s book. 

There is another line in formalizing set theory according to 
which troublesome definitions are compared to points of singularity 
in analysis (Güdel). A formulation by Church and one by 
Hinttikka may be regarded as exemplifying this approach. Both 
systems, however, have turned out to be inconsistent. 
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Cantor originally conjectured that all sets can be well-ordered 
and that the cardinal number of the continuum is the next one 
after that of the integers (the continuum hypothesis). The first 
conjecture was proved by Zermelo to be equivalent to the axiom 
of choice. Considerably later, D. Mirimanoff, von Neumann and 
Zermelo separately introduced the Fundierungsaxiom to exclude 
certain irregularities. In Gôüdel’s book, A, B, C are the axioms of 
ordinary set theory, D is the Fundierungsaxiom, E is an axiom of 
choice. The problem of independence of these principles has been 
studied very carefully. Fraenkel and others have proved that D 
and E are each independent of A—C, but it is still an open question 
whether E is independent of A—D. Von Neumann has proved 
that if A—C is consistent, then D is. Güdel has proved that if 
A—D (or, indeed, A—C) is consistent, then E and the continuum 
hypothesis and an axiom of categoricalness (V— L) are all 
consistent. It is, however, not known whether the axiom of 
categoricalness is independent of A—D, whether the continuum 
hypothesis is independent of A—E. 

The result obtained from ordinary set theory by adding Güdel’s 
axiom of categoricalness resembles a predicative set theory except 
that large ordinals are used which presuppose impredicative tota- 
lities. In such a system, all impredicative features are reduced to 
one special kind, namely the existence of certain large ordinal 
numbers or well-ordered sets. If we truncate the system and use 
only predicatively defined ordinals, we get a framework for predi- 
cative set theory similar to that discussed in the preceding section. 

This question of ordinals is closely related to the second notion 
we mentioned at the beginning of this section, namely the forma- 
tion of new totalities or repeated extensions of the domain of sets. 
The postulation of higher and higher ordinals would naturally 
yield richer and richer set theories by permitting more levels of 
extensions. The question of finding higher ordinals seems closely 
related to Güdel’s search for stronger axioms of infinity. 

From the rather special character of Güdel’s model in which the 
(generalized) continuum hypothesis is true, it appears very plau- 
sible that there exist other models in which the continuum hypo- 
thesis is false. Both Lusin and Gôüdel have conjectured that 
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Cantor’s continuum hypothesis is independent of the axioms of set 
theory and indeed false according to the yet unilluminated true 
meaning of set. Lusin suggests that we try to find a model for 
the usual axioms of set theory in which Cantor’s continuum hypo- 
thesis is false but 27° — 241, 

The Skolem paradox applies to every formal system of the 
platonistic set theory. Thus, by intention, each such system deals 
with nonenumerably many objects while every explicitly specified 
language can only have enumerably many expressions and theo- 
rems, thereby admitting also an enumerable model which is an 
unintended interpretation. This point can also be brought out by 
an argument slightly different from Skolem’s in the following 
manner. Take the second-order simple type theory. By the 
quasi-combinational conception, the intended interpretation con- 
tains natural numbers and all possible sets of them, i.e., we can 
either take 1 or leave 1, and in either case, we can either take 2 or 
leave 2, and so on, ad infinitum. In this way, we see that there 
are 2/ possible sets. If we assume such a model as somehow 
given, then we can easily extract an enumerable model. Thus, we 
have a natural enumerable model for the predicative sets and there 
are enumerably many additional axioms of set existence for the 
impredicative sets. If each addition of a new axiom can be satis- 
fied by an addition of enumerably many new sets, we have succeeded. 
But this can be done with the help of the intended model. Take 
a simplest case. Suppose we have a new axiom asserting that 
there is a set K which contains all and only those m such that 
(EY) F (m, Y) and, for brevity, suppose that F contains no other 
set variables and no other free variables. If we have already an 
enumerable model before we add this axiom, then, for each given 
m,, either the given enumerable model already contains a set Y,, 
such that F(m,, Y,), then m,e K and we do not change the model ; 
or there is no way to make F (m,, Ÿ,) true no matter what Y, we 
choose from the intended maximal model, then m,# K, and we do 
not change the given model; or there exists a Y, in the maximal 
model but none in the given enumerable model which makes 
F (nm; Y3) true, then we add this set Y, and me K is true in the 
extended model. In this way, if we add all the sets Y, (at most 
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enumerably many), add the set K defined thus, and add enumer- 
ably many new sets to ensure closure with all previously given 
axioms, then we get an enumerable model for the augmented set 
of axioms. (When the new axiom contains more set quantifiers, 
we need a somewhat more complex argument.) 

In the above argument, we have used the intended model to 
begin with, but we could have used any given model and the argu- 
ment would still go through. If, on the other hand, we wish to 
prove something more, e.g., to find an enumerable model in which 
the axiom of choice is true, then it becomes necessary to use the 
intended (maximal) model. Since the axiom of choice is true in 
the maximal model, if, after obtaining an enumerable model for the 
other axioms, we draw more sets from the maximal model to 
satisfy the axiom of choice, we arrive at an enumerable model of 
the original theory in which the axiom of choice is also true. In 
such a model, both the continuum hypothesis and something like 
Güdel’s axiom of categoricalness may be false, but presumably we 
would not have enough information about the model to prove such 
conclusions. Similarly, while it seems plausible that some such 
considerations could be used to get a model of the main body of 
set theory in which the axiom of choice is false, it is highly doubtful 
that an acceptable formal independence proof of the axiom of 
choice can be extracted from such an approach. 

Both Frege and Dedekind are able to derive number theory 
from set theory (in fact, the second-order simple type theory 
suffices) with the help of the axiom of infinity. Zermelo, Grelling, 
and Bernays manage to do so without the axiom of infinity. 
Michael Dummett suggests in conversation a definition which does 
not appeal to the axiom of infinity but is more closely related to 
the Frege-Dedekind definition. Thus, if we take the empty set 
as 0, and the set n plus itself as a new member as the successor 
n' of n, we let C, (u) be (0 e u & (y) ((y eu & y a) —y'eu)),then 
zis a natural number if and only if (Eu) C, (u) and (v) (C,(v)—æev). 
Recursive definitions can be defined similarly by using ordered 
triples. In all these approaches, all finite sets are assumed to 
exist while only some finite sets are identified with natural num- 
bers. A question of some interest would be to devise a theory of 
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sets in which every set asserted to exist is also a natural number. 
In such a theory it would be possible to add consistently an axiom 
of categoricalness stating that all sets are natural numbers. 


8. Logic in the narrower sense 


After taking care of geometry by its analytic representation, 
Frege and Dedekind try to prove that mathematics is a part of 
logic. Frege objects to Dedekind on the ground that classes and 
the membership relation are not usual in logic and are not reduced 
to accepted logical notions. But then concepts and relations, 
which Frege uses instead, are mathematically equivalent to classes. 
In either case, while an elaborate argument is necessary to justify 
that synthetic truths can be a priori, to call mathematics analytic 
or call it logic only shifts the burden to a clarification of the con- 
cepts of the enriched logic. To take some simple examples: a 
single application of mathematical induction contains infinitely 
many syllogisms; recursive definitions, each of which includes 
infinitely many explicit definitions, constitute a new category of 
definition which has sometimes been called «creative.» Unless 
logic contains infinite processes to begin with, we must, in reducing 
mathematics to logic, be getting them out of a hat. Clearly, if for 
some people logic contains (implicitly perhaps) infinite processes 
and for others it does not, there are two different senses of logic. 
One may continue to use the word « logic » in a broader sense and 
a narrower one, but much excitement over the relation between 
logic and mathematics disappears once we keep in mind that it is 
absurd to identify mathematics with the narrower logic and trivial 
to do so if we adjust the domain of logic to fit that of mathematics. 

Traditionally, logic deals with examples such as « all pleasures 
are transitory, immortality is a pleasure, therefore, immortality 
is transitory.» It is an old story that traditional logic is inade- 
quate in a number of respects such as the treatment of relations. 
As a result, people sometimes date modern logic from Frege’s 
formalization of the propositional calculus and the predicate cal- 
culus in 1879. The completeness of Frege’s propositional calculus 
was proved in about 1920 by Bernays and Post, that of his predi- 
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cate calculus in 1930 by Güdel, extending results of Herbrand and 
Skolem. An interesting question is to obtain a satisfactory defi- 
nition of completeness, a question that is closely related to a 
definition of logic and logical truth. 

In Bolzano’s Wissenschaftslehre (1837, republished around 1930), 
we find a partial anticipation of the current definitions of com- 
pleteness, validity, and logical truth. It is commonly said that a 
logically true proposition is one true in virtue of its form. Bolzano 
calls a proposition valid (allgemeingültig) relative to its constituents 
ï, j, ... when results obtained by varying these constituents at 
will are all true. These propositions he calls analytic (analytically 
true) in the broader sense. He goes on to define analytic proposi- 
tions in the narrower sense as those in which the unchanging parts 
all belong to logic. And then a sober comment : « This distinction 
has of course something vague about it, because the range of the 
concepts which belong to logic is not so sharply defined that con- 
troversies may never arise on the matter» ($ 148). According to 
him, « certain propositions À, B, C, D, ..., M, N, O, ..., stand in 
the relation of compatibility, and, in particular, relative to the 
concepts 1, j, ...,» if «there exist certain concepts which, when 
put in the places of à, j, ..., make all the propositions true.» He 
continues, «and say that the propositions M, N, O, ..., are dedu- 
cible from the propositions A, B, C, D, ... relative to the varying 
constituents ti, j, ... if every set of concepts which in the places 
of à, j, ..., make all the propositions A, B, C, D, ..., true, also 
make all the propositions M, N, O, ..., true » ($ 155). If we take 
his definition of deducibility as a criterion of the adequacy of a 
formalization of logic, we see that the completeness of the predicate 
calculus means simply that the axiomatically defined deducibility 
relation coincides in power with his concept of deduction. 

The problem of defining logic remains unsettled. Bolzano’s 
definition of propositions which are logically true (analytic in the 
narrower sense) depends on a previous specification of the logical 
constants the range of which is, as Bolzano himself concedes, not 
sharply defined. It has, for example, been suggested that we 
simply give an enumeration of the logical constants. This reminds 
one of Protagoras who defines virtue by enumerating justice, 
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temperance, holiness, courage, and wisdom which are said to form 
parts of virtue in the same sense in which mouth, nose, eyes, ears 
are parts of a face. In any case, for every list one has to offer, 
some argument is necessary to defend that the list contains all and 
only logical constants. And the heterogeneous history of logic 
makes this well nigh an impossible task. 

Philosophers tend to worry over the question whether forma- 
lization reflects faithfully everyday and scientific discourse. Since 
mathematical logic has lived a moderately long and rather eventful 
life of its own, working logicians are inclined to disregard this 
question, which, as the main concern is with mathematical dis- 
course, is not so very serious anyhow. If we think in terms of the 
traditional categories of quantity, quality, relation, and modality, 
we could perhaps claim that monadic predicate calculus takes care 
of quantity, propositional calculus takes care of quality, polyadic 
predicate calculus takes care of relation, modal logic takes care 
of modality. In fact, one might even be inclined to argue that 
in so far as mathematics is concerned, modal logic is unnecessary, 
since occurrences of modal concepts in mathematics can be explained 
away by the other logical or metalogical concepts. It is, how- 
ever, plausible that when we are concerned with formalizing 
the notion of constructivity, some variant of modal logic which 
deals with provability rather than truth, such as Heyting’s predi- 
cate calculus, is necessary. For mathematics anyhow, the classical 
predicate calculus and something like the Heyting predicate cal- 
culus seem sufficient to handle respectively the nonconstructive 
and constructive aspects. If we feel that a logic sufficient for the 
purpose of logical arguments in mathematics must, in a nontrivial 
sense, be sufficient for other purposes, we seem to have good reason 
to identify tentatively logic in the narrower sense with the classical 
and the intuitionistic predicate calculi. From a « common sense » 
approach, we may even consider the classical calculus as the more 
basic of the two, and disregard temporarily the intuitionistic 
calculus. 

There remains the questions whether to include identity and 
higher level predicates and whether to use many-sorted predicate 
calculi. If we include identity between individuals and predicates 
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of all finite levels or use a suitable many-sorted calculus with 
identity, we easily get a formal system which may be said to be a 
formalization of logic. Any proposition in the calculus that is true 
in all interpretations is then a logical truth. This does not mean 
that any proposition of logic which happens to be true under a 
preferred interpretation is a logical truth : « there are three indivi- 
duals » and «any two individuals differ in at least thirty respects » 
would be counterexamples. For one who desires purity, one should 
use a slight reformulation in which even « some individual exists » 
is excluded so that a logical truth must be true in all domains, not 
only in all nonempty domains. To say, as some logicians do, that 
whether certain propositions of logic are logically true may depend 
on the size of the universe or to debate whether the axiom of 
infinity is a logical truth seems a miscomprehension caused partly 
by a futile wish to dispense with the concept of model or interpre- 
tation and partly by an unwillingness to separate mathematics 
and logic in the narrower sense from everyday discourse. 

The predicate calculus not only gives a complete formalization 
of all usual methods of argument of a strictly logical nature but 
also provides a framework in which every axiomatic system may 
be viewed as an application obtained by adding new axioms to 
restrict the interpretation of certain predicates and the ranges of 
the variables. In this way, one can also hope for some general 
theory about the interpretation of axiomatic systems, such as 
what Tarski calls the theory of models, as a branch of set theory. 

The most important results on the predicate calculus are those 
of Herbrand and Gentzen which enable us to get proofs without 
using modus ponens (no « Umweg»). A good deal of work has 
been done on these results by Bernays, Kreisel, Schütte, Stenius, 
Hinttikka, Beth. These results are so central that they seem to 
yield a uniform treatment of the predicate calculus. For example, 
the completeness theorem follows from Herbrand’s result quite 
directly and Herbrand himself did not draw the conclusion perhaps 
only because he felt the notion of completeness is not meaningful 
according to his preoccupation with finitist methods. Herbrand 
began to use his theorem to give a uniform treatment of all known 
special cases of the decision problem for the predicate calculus, 
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and the work is being continued by Church and Dreben. Gentzen’s 
treatment is so designed that the intuitionist predicate calculus can 
be treated simultaneously. Beth is able to use Gentzen’s approach 
to give a completeness proof for the intuitionist calculus and also 
to supply a reason for Gentzen’s choice of his rules of the predicate 
calculi. A more exact proof of Beth’s completeness theorem is 
desirable and there remains the question of getting an intui- 
tionistically acceptable completeness proof. It, however, seems 
likely that we can soon have a uniform treatment of logic in the 
narrower sense which would include the completeness theorems, 
the Herbrand-Gentzen type theorems, Bernays’ results on Hilbert’s 
e-operator, and special cases of the decision problem. 


9. Applications 


As we know, the completeness results of the predicate calculus 
have been applied in the field of algebra. There have been nume- 
rous other applications of mathematical logic (in the broader 
sense). Tarski has sharpened Sturm’s method for deciding the 
number of real roots of a given algebraic equation in one variable x, 
to give a decision procedure for elementary algebra and elementary 
geometry. A favourite example of applying logic to solve famous 
problems from ordinary mathematics is Novikov’s negative solu- 
tion of the word problem for groups. Attempts, unsuccessful so 
far, have been made to obtain a negative solution to Hilbert’s 
tenth problem (to find an effective method for solving all Dio- 
phantine equations). Church mentions from topology the pro- 
blem of finding a complete set of invariants for elementary mani- 
folds of dimensions above 2. Kreisel has applied mathematical 
logic to determine bounds in a theorem of Littlewood and a theo- 
rem of Artin. Gôüdel’s axiom of categoricalness has been applied 
by Addison and others to treat open problems in descriptive set 
theory. In the field of calculating machines, apart from the appli- 
cation of the propositional calculus to the simplification of circuits 
viewed as static, the addition of the time element to the circuits 
seems to call for treatment by an application of recursive proposi- 
tional functions. Moreover, the whole trend of formalization gives 
rise to the possibility of using machines as an aid to mathematical 
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research. Although in this direction we constantly run up against 
the difficulty that we need machines 100 or 1,000 times faster, it 
cannot be denied that moderate tasks such as filling in gaps in a 
correct proof are not far beyond the capability of machines today 
and that more can be done with machines which are to appear. 


Abstract 


A survey is made of work since 1879 on foundational problems viewed 
as an analysis, by reduction and formalization, of the concepts proof, 
feasible, number, set, and constructivity. It is suggested that there are 
five domains of concepts and methods, viz., anthropologism, finitism, intui- 
tionism, predicativism, and platonism. It is also suggested that the central 
problem is to characterize these domains by formalization and to determine 
their interrelations by different forms of reduction. Finally, the range of 
logic in the narrower sense is discussed, and applications of mathematical 
logic are briefly outlined. 


Zusammenfassung 


Die Entwicklung der Grundlagenforschung seit dem Jahre 1879 wird 
hier im Überblick dargestellt und zwar vom Standpunkt einer Analyse durch 
Reduktion und Formalisierung der Begriffte Beweis, Zahl, Menge und 
Konstruktivität aus gesehen. Fünf Bereiche von Begrifisbildungen und 
Methoden werden zu Grunde gelegt, nämlich: Anthropologismus, Fini- 
tismus, Intuitionismus, Prädikativismus und Platonismus. Als zentrale Auf- 
gabenstellung wird hier die Charakterisierung dieser Bereiche durch Forma- 
lisierung betrachtet und weiterhin die Bestimmung ihrer gegenseitigen 
Zusammenhänge durch verschiedene Arten von Reduktionen. Schliesslich 
wird das Gebiet der Logik im engeren Sinne diskutiert und Anwendungen 
der mathematischen Logik skizziert. 


Résumé 


L'article réexamine les travaux faits depuis 1879 sur les problèmes du 
fondement des mathématiques, que l’on considère comme des analyses par 
réduction et formalisation des concepts de démonstration, de nombre, d’en- 
semble, et de constructivité. On suggère qu’il existe cinq domaines de 
concepts et de méthodes, à savoir : anthropologisme, finitisme, intuitionisme, 
«predicativism » et platonisme. On suggère aussi que le problème essentiel 
consiste à caractériser ces domaines par formalisation et à déterminer leurs 
relations réciproques par différentes formes de réduction. Finalement, on 
étudie la portée de la logique prise dans son sens le plus étroit et on esquisse 
rapidement les applications de la logique mathématique. 
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